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A Carolina, por su paciencia.
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Presentacion

Este libro, tiene su origen en el curso de Microeconometria dictado entre 1997 y 1998
en la Universidad del Valle. Adicionalmente algunos capitulos de la teoria del consu-
midor fueron expuestos durante el afio 1999 y 2000 en el curso de Economia Neoclasica
(Microeconomia I) en el pregrado. El objetivo del curso consistio en revisar la teoria del
consumidor y sus alcances empiricos. No obstante, ante la profusa publicacion de articu-
los y la inexistente mencidn de la mayoria de éstos en los libros de microeconomia en
espafiol, surgi6 la idea de escribir estas notas.

Ellibro de Deaton, Ay Muellbauer, J.(1980) Economics and Consumer Behavior, Cambridge,
Cambridge U. Press, consiste en el punto de partida de lo que aqui se expondra. Larazén
es muy simple: el libro de Deaton y Muellbauer es pionero en integrar la teoria del
consumidor a los desarrollos en econometria, razon por la cual siempre sera de consulta
fundamental. Desarrollos posteriores ala obra de Deaton y Muellbauer, como los modelos
de autoseleccién de Heckman o las aplicaciones a la teoria medioambiental, han sido
tratados en libros como el de Maddala (1983) o en los libros sobre medioambiente, como
el de Azqueta (1994) Valoracién econdmica de la calidad ambiental, Mc Graw-Hill
(Espafia) y, en pocas ocasiones, han sido tratados como el avance inevitable de la
aplicacion econométrica de la teoria del consumidor. Dos libros mas merecen la atencién
del lector: el libro de Mas-Collel, A., Whinston, M.D y Green, J.R. (1995), Microeconomic
Theory, Oxford University Press, y el libro de Anderson, S.P, Palma, Ay Thisse, J.F. (1995),
Discrete choice theory of product diferentiation, MIT Press, Cambridge Mass. La impeca-
ble presentacion de la teoria del consumidor realizada por Mascollel et-al, hace de este
libro una invaluable fuente de consulta. Por otro lado, el libro de Anderson et-al introduce
al lector en los modelos de eleccién discreta presentando una gran ayuda en el andlisis
empirico.

Agradezco a los estudiantes del curso de Microeconometria, pues a ellos les debo el
entusiasmo de comenzar a escribir el libro. Agradezco también a los profesores del
Departamento de Economia en la Universidad del Valle, ya que durante los afios que alli
estuve me hicieron valiosos comentarios e ideas. De igual forma, agradezco a Héctor
Ochoa (Decano de la facultad de Economia) y a Natalia Gonzalez de la Universidad ICESI
por sus comentarios y, por supuesto, a la Universidad ICESI por brindarme el tiempo y
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el apoyo financiero para realizar las correcciones y publicar esta version. Agradezco
también a los monitores que durante la realizacién del libro han soportado las diferentes
versiones: Eliana, R.; Adriana, G., y Liliana, S., quienes sin lugar a dudas aportaron
bastante a la presentacion final del mismo. Finalmente agradezco los comentarios de un
evaluador anonimo. Como es usual, los errores que persisten son mi responsabilidad.

Jhon James Mora R.
Departamento de Economia,
Universidad ICESI

e-mail: jjmora@icesi.edu.co
http:\\www.icesi.edu.co\~jjmora
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Introduccion

Siendo las 6 de la mafiana suena el reloj despertador. Usted se levanta, prepara su
desayuno, y conduce hacia el trabajo. A las 8 a.m. se encuentra en la oficina 'y su
mejor compafiero de trabajo es Linda. Aeso de las 11, toma un descanso y empieza
areflexionar sobre lamafana. Se da cuenta que al preparar el desayuno, hainvertido
una gran cantidad de tiempo y que usted vive repitiendo en la oficina" mi tiempo es
oro", pero al preparar el desayuno no valoré lo suficiente su tiempo o si no hubiese
desayunado en una cafeteria. De igual forma observa que el trafico estuvo bastante
congestionado, y que conducir produce una desutilidad que hasta el momento
nunca habia considerado.

Al pensar en Linda, se acuerda que su madre nuncatrabajé y que por el contrario hoy
es muy comun encontrar que una gran parte de nuestros compafieros de trabajo son
mujeres, y entonces exclama: jDefinitivamente han cambiado los tiempos! ¢Cual
podria ser la explicacién de que ella trabajara?

Linda, que se da cuenta de cuanto tiempo ha perdido usted en esta reflexion, como
buena economista recuerda sus primeras clases en la Universidad y repite en voz
alta: "La economia es la ciencia que estudia el comportamiento humano como una
relacion entre los fines y los medios escasos que tienen usos alternativos™. Usted,
algo desconcertado por laabrupta exclamaciéon de Linda, le exige que ahonde en sus
explicaciones. Ve, de reojo, cémo Linda realiza unos "célculos" algo complicados a
primera vista, y entonces ella responde que si usted le paga $50.000 la hora, con
mucho gusto le explica el significado de aquella frase. Mas enojado que al principio,
a usted le parece increible que Linda "cobre" por una simple explicacion. Entonces
decide suspender la conversacion, continuar con el trabajo, y tal vez en latarde pasar
por la biblioteca de la Universidad a buscar el significado de la frase de Linda. Dos
dias después de haber realizado una busqueda amplia por la bibliotecay recordando
aqguella frase "mi tiempo es oro", piensa en que de pronto habria sido mejor haberle
pagado a Linda por la explicacion.

*  Esta frase la usaba el profesor de Linda al entrar a clase en homenaje a Lionel Robbins [Classic Monograph, An
essay on the nature and significance of economics science, Macmillan & Co.,Ltd, London, 1932, pag 15]
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La situacion anterior es mas comun de lo que pensamos. La mayoria de nuestras
decisiones estan determinadas por la escasez de los recursos y servicios. La cuenta
de Linda no es otra cosa que la valoracion de su tiempo, que no es infinito: al
contrario, Linda desearia tener mas tiempo para realizar otras actividades.

En estas paginas usted encontrard una descripcion de como opera el proceso de
asignacion cuando agentes como usted y Linda enfrentan restricciones, y como se
verifica si estas restricciones se cumplen.

Objetivo principal del libro

El objetivo principal de este libro, consiste en mostrar como la microeconomia puede
ser aplicada a situaciones que los consumidores enfrentan cotidianamente. Para
esto, se provee al lector de las herramientas comunmente usadas por los economis-
tas para explicar el comportamiento individual de los agentes. Por tal razén, se desa-
rrolla el esquema formal de la microeconomia, de tal forma que podamos aproxi-
marnos a la conducta de los agentes, siempre y cuando actlien bajo los supuestos
enunciados. Ya que este libro pretende ofrecer una introduccién basica de la teoria
del consumidor, no se demostrara rigurosamente algunos de los teoremas usados,
lo cual no implica que no se desarrolle cuidadosamente como éstos pueden em-
plearse en las estimaciones sobre los diferentes aspectos que conciernen a la
eleccion del consumidor.

Los modelos econémicos

Los modelos econémicos son representaciones abstractas de la realidad para estu-
diar algun fendmeno econdémico y social. Ya que no se pueden construir versiones
del mercado laboral, del mercado del ocio, etc., se acude a la representacion abs-
tracta delfendmeno en cuestion”. Estarepresentacion no es otra cosa que un modelo
matematico, en donde, las ecuaciones desarrolladas representan caracteristicas del
comportamiento de los agentes. Las ecuaciones del modelo, buscan aproximarse
a las interrelaciones en la economia, y a partir, del planteamiento de las ecuaciones
llegar a su estimacion. A lo largo del libro el lector debera identificar los siguientes
elementos:

1. Unconjunto de supuestos, denotados como A= {A,, ..., A, } que tiene que ver
con el comportamiento de una construccion teorica, y que en ultimas, estan
relacionados con el mundo real. Los supuestos son proposiciones universales

*  Sin embargo, el avance en la economia experimental ha permitido recrear el funcionamiento de los mercados
mostrando la distancia entre la presentacion formal, su estimacion, y el verdadero funcionamiento de éstos.
Aungue muchos de los resultados provenientes de la economia experimental usen pocos individuos, generalmen-
te son estudiantes de Ultimos semestres, no dejan de ser interesantes las conclusiones en torno a lo que todavia
ignoramos de la conducta de los agentes en el “medioambiente” social. Sera de gran utilidad, después de conocer
lateoriaformal, revisar el libro de Hey, J.D (1991), Experimentos en economia (1996), Fondo de Cultura Econémica
(México); para una introduccion al tema Montenegro, A. (1995), Introduccion a la economia experimental,
Ediciones Uniandes/Ecoe, (Colombia);para una buena presentacion de la economia experimental, Douglas,
Dy Ch, Holt. (1993), Experimental economics, Princeton University Press.
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de la forma: todo x tiene la propiedad r. Ejemplos de tales proposiciones seran
"todos los consumidores maximizaran su utilidad" o "todos los consumidores son
tomadores de precios" o "todas las preferencias son separables”.

2. Ya que los supuestos de comportamiento deberan estar relacionados con el
mundo real, un segundo elemento consistira en el conjunto de condiciones, bajo
las cuales los supuestos son comprobados. Este conjunto de condiciones se
denotaracomo C = {C,, ..., C, }. Las condiciones deberan incluir la forma de
identificar los efectos sobre las variables. Por ejemplo, suponga que deseamos
comprobar que un aumento en los costos de viaje a una zona recreativa disminuye
la demanda por viajes a dicha zona en el afio 2001. Esto requiere primero observar
las razones por las cuales las personas viajan a dicha zona, en otras palabras,
sus preferencias por una serie de actividades como navegar en vela, montar a
caballo, acampar, etc. También debemos observar los costos de viajar en el afio 2001
incluyendo la depreciacion del automovil y los costos de oportunidad del salario
en el afio 2001. Este conjunto de condiciones especificas, sitlla a Juan demandan-
do viajes a dicha zona en 2001.

3. Eldltimo elemento consiste enlos eventosE = {E, , ..., E, } que son predecibles
por la teoria. La teoria nos dice que el conjunto de supuestos A implica que silas
condiciones C son validas entonces el evento E podria ocurrir. Por ejemplo, si el
comportamiento de Juan consiste en maximizar su funcion de utilidad sujeto a la
restriccion presupuestaria, lo cual se podria denotar como A, cuando las con-
diciones C se mantienen, entonces la disminucién en lademanda de viajes alazona
en cuestion, el evento E, cuando aumentan los precios del viaje, sera observado.

Laestructuralogica se construye de tal forma que el conjunto de supuestos A implica
que si C es cierto, entonces E debera ser cierto. Esto es, (A . C) - E, donde el
simbolo - significa "implica". De esta forma, los supuestos Ay las consecuencias C
implican la observacion de los eventos E.

Un elemento final consiste en la forma funcional elegida. Suponga que usted desea
considerar la ocurrencia de un evento; para describir este evento, definiremos una
variable aleatoria Y. Asuma que la probabilidad del evento depende sobre un vector
de variables independientes x* y un vector de parametros desconocidos 6. El
subindice i denota el i-ésimo individuo. De esta forma, el modelo general se puede
expresar como:

pi=p(Y;)=G(x*,0);i=1,2,..n.

Los Y, son distribuidos independientemente. Suponga que Y, es la probabilidad de
que ocurra el evento, entonces x*; representara aquellas variables que permiten que
Y ocurra. Dado que el "modelo" anterior es muy general, se debera escoger alguna
funcion H( x*;, 8), la cual se conoce que opera sobre un vector de parametros 6, y
de esta forma:

P(Yi) = F[H(x*, 8)]
INTRODUCCION A LA TEORIA DEL CONSUMIDOR
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Yo espero que usted pueda identificar, alo largo del libro, laforma anterior. Y asi, estas
notas habran contribuido a mejorar su percepcion de la teoria del consumidor.

Contenido del Libro

El libro se ha estructurado en nueve capitulos, cubriendo desde los temas tradicio-
nales que en cualquier libro de microeconomia se conoce como la teoria del consu-
midor, hasta aquellos temas que generalmente no se desarrollan como la funcién de
produccién de hogares, la diferenciacion de productos y la utilidad aleatoria.

Enlos capitulos del 1 al 3 se desarrollara la teoria formal del consumidor. En el primer
capitulo se discute la forma de la restriccién presupuestaria haciendo énfasis en las
restricciones no lineales que un consumidor enfrentaria. En el segundo capitulo se
plantea formalmente la teoria del consumidor y se analizan aquellas formas funcio-
nales que tienen una mayor tradicion en economia.

En el capitulo tercero se desarrolla el concepto de demanda del consumidor, asi
como el concepto de excedente del consumidor y la recuperacion de las preferen-
cias del mismo a partir de su participacion en el mercado.

En el capitulo cuarto se discute la separabilidad de las preferencias y el presupuesto
en dos etapas: es de especial atencién en este capitulo la hipétesis de separabilidad
y aditividad.

En el capitulo quinto se presenta el modelo de funcién de produccion de hogares. La
importancia de este modelo radica en la formalizacién del uso del tiempo en diferen-
tes actividades, y lo que esto significa en la eleccién de ocio y trabajo.

El capitulo sexto desarrolla la parte estadistica que se usara en los capitulos poste-
riores. En este capitulo se presentan los modelos de Probabilidad Lineal, Logit, Logit
Ordenado, Logit Condicionado, Probit, las diferentes modalidades del Tobit. Tam-
bién se incluye una seccién sobre los contrastes de especificacion y finalmente se
incluye una seccién sobre variables latentes.

El capitulo séptimo presenta los modelos de utilidad discreta asi como las diferentes
versiones del mismo. En particular, la presentacién de las funciones de densidad sera
de vital importancia para el desarrollo del capitulo noveno.

El capitulo octavo presenta aplicaciones a la eleccion de ocio por parte del consumi-
dor partiendo de las restricciones presupuestarias cuando los individuos deciden
asignar su tiempo entre trabajo, ocio y otro tipo de actividades.

El capitulo noveno desarrolla aplicaciones de lateoria del consumidor al medioambiente.
El énfasis de estos modelos radica en el calculo del excedente del consumidor
cuando los bienes medioambientales entran en la funcién de utilidad.

Y, al final de cada capitulo se brindara una bibliografia de referencia a ser consultada.
JHON JAMES MORA
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L.

Limites a la eleccidn

Las oportunidades de elegir una canasta de bienes son directamente observables
para cualquier consumidor, y cualquier variacion en las oportunidades debera influir
directamente sobre la eleccién, lo cual muestra que los cambios en las elecciones
generalmente son debidos a la variacion en el conjunto de oportunidades.

A menudo cuando usted va a comprar algun bien, no s6lo encuentra el bien que desea
sino que ademas encuentra otros productos que le hacen reflexionar sobre los bienes
que llevara. Esta situacion tan solo muestra que las condiciones sobre las cuales debe
elegir han variado y, por lo tanto, que el conjunto de oportunidades ha cambiado.

1.1. El conjunto de oportunidades

El conjunto de oportunidades mas comun, se puede describir cuando los hogares
tienen un ingreso Y, el cual gastan durante un periodo en m bienes, o en algunos.
Dado que los bienes, o la cantidad de ellos, son positivos, a precios positivos, la
restriccién puede escribirse como:

m
11y 22 P;X;; cuando m = 2 tendremos: Y = p,X;+ p,X,
i=1

Donde Y es el ingreso, p; los precios y x; las cantidades del bien i. Supongamos que
existen dos bienes, Comida (x;) y Abrigo (x,) a unos precios p, y p,, entonces la
grafica que ilustra el limite al consumo de éstos sera:
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GRAFICA 1.1. Restriccion de
supervivencia

)(1m1m'mo7 szm\'mo B

0 Y > Comida

1.2. Restricciones tipicas

Supongaque las cantidades minimas de los dos bienes anteriores para sobrevivir son
x Minimo sy Minimo | 3 eleccién estara determinada por el triangulo CDE (Gréfical.1). De
la anterior gréafica, un ingreso menor a Y= p,x,"nmo+ p_x,Mnme ng |e daria oportunidad
de elegir al individuo. Las restricciones pueden tomar diferentes formas: muy pocos
abrigos y mas alimentos pueden ser mas necesarios que unagran cantidad de abrigos.

Suponga a continuacion, que el consumidor comienza el periodo 1 sin dinero,
ademas ahorra o pide prestado a unatasa de interés de cero, el ingreso se distribuye
en los periodos Yy Y? y todo se gasta, entonces la restriccion presupuestaria sera:

(1.2) YI+Y2 =2 p,x;+ poX, con Y+Y2=Y

En la anterior restriccion existe como supuesto implicito un mercado eficiente y cero
costos de transaccidn.

No siempre es posible derivar directamente el conjunto de oportunidades; suponga-
mos los siguientes casos:

A-  El primer bien es perfectamente divisible, pero el segundo es disponible en
cantidades discretas.

X2
GRAFICA 1.2.  Indivisibilidades en X,.

X1
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B- El pan puede ser consumido al medio dia por un individuo, ya sea en Santafé de
Bogota o en Santiago de Cali, pero no al mismo tiempo en ambas ciudades.

Pan al mediodia
GRAFICcA 1.3.  Imposibilidad geografica
X de consumir un bien.
Bogotd
0 Pan al mediodia

Cali

1.3. Restricciones no lineales

Consideremos una economia de trueque y sea A la dotacién inicial de alimentos y
vestidos. Ahora, suponga la existencia de dos grupos: el grupo de los glotones y el
grupo de los bien vestidos; el grupo de los glotones tiene comida y desea vestidos
y el grupo de los bien vestidos tiene ropa y desea comida. Los dos grupos viven en
una isla y estan aislados uno del otro; dado que no existe un medio Unico de
intercambio, tampoco existira una razén Unica de intercambio.

Vestido Vende alimentos i .
. GRAFICA 1.4. Diferentes tasas
B &compra vestidos de intercambio

Vende vestidos
compra alimentos

»
|

0 Co c Comida

Como puede observar, sin un medio general de intercambio, la informacién y los
costos de transaccion evitan al grupo que desea intercambiar ropa por alimentos a
través de AC "iniciar un intercambio” con aquellos que desean cambiar alimentos por
ropa a través de AB. De igual forma, sin un patron monetario Unico, la tasa de
intercambio difiere en las dos direcciones, por lo tanto, los grupos tienen diferentes
tasas de intercambio. Una economia totalmente monetizada, donde se utilice como
patron de intercambio el dinero, eliminara las divergencias entre dichas tasas de
intercambio, lo que se puede observar a través de la linea discontinua BC.
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La no linealidad es mas comun de lo que se piensa; por ejemplo, la existencia de
cobros diferenciales en las tarifas de agua: al consumir x cantidades de m® de agua a
un precio tendremos unos precios relativos entre el agua y los otros bienes, y al
consumir mas aguay pagar mas por este consumo los precios relativos cambiaran.
Supongamos que existe un consumo Optimo de agua, la tarifa t* (gréfica 1.5),
entonces a la izquierda se paga una mayor tasa, lo que induce a consumir menos
agua y mas de los otros bienes, pero no tanto.

A
Otros bienes

GRAFICA 1.5. No linealidad en tarifas.

« diferentes tasas

0 t* Agua

En las elecciones de trabajo es frecuente también que existan no linealidades sobre
todo en la eleccion de ocio o en el comportamiento intertemporal. Supongamos un
individuo que elige el niimero de horas que puede trabajar y, cada hora se pagaauna
tasa fija de salario w. Adicionalmente, el individuo tiene algun tipo de transferenciap,
en el ingreso como herencias, premios de loterias, etc. Si T es el nUmero de horas
disponibles y x, es el ocio, la restriccion presupuestaria vendra dada por:

(1.3)u+w(T—x0)ZZp,.xi

i=1

X A
0, H+wT GRAFICA 1.6. No linealidad
p B, en la fuerza de trabajo.

v
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Observe que cuando elindividuo gasta todo su dinero en los bienesy x es la cantidad
de bienes que puede comprar trabajando, larestriccion (1.3) se puede escribir como:

(12.4) p+ wT - wx, = pXx

Y cuando x sea igual a 0, y p también sea igual a 0' entonces wT= wx, 0
T = X,, por lo tanto todo el tiempo disponible se usa en ocio. Si no existe ocio,
entonces YU +wT = px, de esta forma:

w+wl
p

(1.5) x=

La eleccion del consumidor entre AB, 6 AB,, en la gréfica (1.6), es la eleccion de
cuanto el individuo decide trabajar y, por lo tanto, el desplazamiento a través de AB,
0 AB, depende de los gustos, ya que AB, y AB, implican diferentes salarios recibidos,
distintas cantidades de los otros bienes y diferentes elecciones de ocio.

Suponga ahora que existen impuestos al ingreso como retencion en la fuente e
incentivos por productividad. Después de un cierto nimero de horas de trabajo, el
individuo tendrd un mayor salario, como se puede ver enlalinea E-D de la Gréafica 1.7.
Sin embargo, la existencia de impuestos hace que el incremento en el tiempo
trabajado no sea igual al incremento en el salario sino menor, lo cual se traduce en
una pendiente menor (- w) en la linea C-B como se puede observar:

Bienes

x A Pendiente -w(1-t)

£/
D :
GRAFICA 1.7.  Efecto de un impuesto

C ’,Pendiente -w en la decisién de trabajar.

B

0 A X"» Ocio

Aunque B también es posible, el individuo podria elegir C debido a que implica un
mayor salario. Por otro lado, cuando se trabaja mas alla de D, se debera pagar
impuestos.

Cuando las elecciones realizadas incluyen tres tipos de trabajos, cada uno con
diferente hora de trabajo y salario, entonces:

1. Sielindividuo no tiene transferencias debera en algin momento trabajar. De esta forma, a la izquierda de A existe
una tasa de salario que lo incita a trabajar.
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Otros
bienes

GRAFICA 1.8.  Elecciones de trabajo
B y ocio a diferentes salarios.

p Ccio
0 X X% X X

Otra forma de no linealidades es introducida cuando en el conjunto de oportunida-
des, larelacién ocio-ingreso es diferente de acuerdo con el periodo en el cual éstos
son consumidos, veamos:

GRAFICA 1.9.  Eleccion intertemporal con
mercado de capital imperfecto.

v

Si el consumidor desea gastar mas ingreso en el periodo 1, debera prestar a unatasa
de interés y pagar en el periodo 2. Cuando los consumidores no pueden conseguir
dinero prestado, las elecciones se realizan en un mercado imperfecto de capitales,
esto se puede observar si la restriccién presupuestaria no es ABC sino ABD. Los
consumidores en B gastan todo su ingreso. Si la situacién no es tan extrema y
asumimos la existencia de la tasa de interés, esto es, el consumidor paga una mayor
tasa por pedir prestado, la restriccidon serd menos severa y sera descrita por la linea
ABE. La pendiente esta determinada por el hecho de que la tasa de interés de pedir
prestado sera diferente de la tasa de interés para prestar.

Uno de los mas importantes desarrollos, desde la postguerra, en la teoria del consu-
midor, consiste en aquellos modelos donde el hogar se ve como una funcién de
produccién, esto es, cuando la combinacién de los bienes con el ocio se hace a
través de una funcién de produccion de hogares. La funciéon de produccion de
hogares nos muestra la produccién de un nimero limitado de bienes basicos con-
siderados como el objeto real de la eleccién del consumidor.

JHON JAMES MORA
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Siexisten dos bienes basicos Z, y Z,, su producto es limitado por el tiempo disponible
en el hogar, porlatasa de salarioy por los precios del bien en el mercado. Silafuncion
de produccién asigna una igual sustitucion entre tiempo y bienes de mercado como
insumos, una restriccion tipica podra ser:

A
GRAFICA 1.10. Restricciéon de presupuesto para una
funcion de produccion de hogares
22 con tecnologia de coeficientes fijos.
0 Z4

Otraformade no linealidad se encuentra en el problema de la dieta. Supongamos un
hogar que requiere de proteinas(P) y calorias(C). Dado que los alimentos azlcar,
pescados, leche y huevos tienen proteinas y calorias, la restricciéon podria venir
especificada de la siguiente forma:

C a

GRAFICA 1.11. El problema de la dieta.

Si el gasto total se realiza en azlcar, pescado, leche y huevos los puntos muestran los
limites a la eleccion. Los segmentos mostrardn canastas mixtas compradas, pero la
eleccion no serealizasobre los ejes {P, C} pues ellos mostraran un 100% de proteinas
0 un 100% de calorias.

Otro ejemplo de no linealidades proviene de los modelos que asignan una cantidad
determinada de tiempo sobre un sitio en modelos de demanda por recreacion.
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Suponga que un consumidor elige viajar a un lugar, X, y una canasta de bienes Z. En
cada viaje se consume t, donde t es el tiempo sobre el lugar:

(1.6) Y =xc, + xtc, + czZ

Sea Y el ingreso monetario, C, el costo del viaje, ¢, los gastos en el lugar por unidad
detiempo (tenhoras)y c, el precio de la canasta Z. Asumiendo que exista la siguiente
restriccion de tiempo:

1.7) T*=yx+xt+606z

Donde T* es el tiempo disponible por consumir una serie de actividades, 0 es el
tiempo gastado en consumir Zy y, es el tiempo de viaje por cada paseo. Si T*, y,, t
y 6 son medidas en las mismas unidades (horas, dias, afios, etc.) y T es el tiempo
disponible para trabajar o consumir:

(1.8) T*=T-h

Donde h es el tiempo usado en trabajar. El agente elige la cantidad de tiempo para
trabajar si h es endodgeno. Cuando el agente elige una determinada cantidad de
tiempo para trabajar los ingresos seran:

(1.9) wh=w(T-T*) O w(T - yx - xt - 82)
(1.10) y, + wh = xc, + xtc, + ¢,Z

Siendo y, un ingreso exdgeno, por ejemplo transferencias, herencias, loterias, etc.
Reacomodando términos:

(1.12) yo + w(T - yx - xt - 8Z) = xc, + xtc, + ¢, Z
(1.12) y, + WT = xc, + Y, XW + xtc, + wxt + c,Z + wBZ

(1.13) y, + wT = x(c, + yw) + xt(c, + w) + Z(c, + wb)
Si hacemos p,=c¢, + yw, p,=C,+ WYy p, =c, +wbB, entonces:
(1.14) yo + WT = X(p, + pit) + p,Z

Los ingresos totales se pueden asumir dados y deduciendo a los ingresos totales el
consumo de la canasta Z, y, + w; - p,Z, lo que queda sera lo que se gasta en
consumir x unidades de viaje. Haciendo y, + wT - p,Z = ¢, tendremos:

(1.15) c, =xp, + xpt

C, _ P
(1.16) b —x+xIO t

X X
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(&
(1.17) p—l =x(1+£¢)

X X

Porlotanto, larestriccion presupuestaria no seralineal en el precio de x, p,. Haciendo
p, = 1 se obtiene:

c

x=—I=L
(1.18) I+ pt

GRAFICA 1.12. No linealidad en la
demanda por recreacion.

Pe >

En la Gréafica 1.12 la solucion interior a resulta de la interseccion de la restriccion
presupuestaria con la curva de indiferencia ;. Si no existe ninguna restriccion sobre
la funcion de utilidad, la solucién sera c, con la curva de indiferencia |, lo que se
conoce como solucién de esquina. Cuando existe débil complementariedad,t=0 y
ow/ox = 0, en el punto c, el individuo gastara xp, entonces podria moverse a By
ahorrar dinero sin haber reducido su utilidad, de esta forma c, nunca seria elegido. Asi,
cuando existe débil complementariedad, soluciones como a y [3 seran relevantes.

Enresumen, la existencia de no linealidades en la restriccidn presupuestaria es muy
comun y estas no linealidades produciran variaciones diferentes en el conjunto de
oportunidades de eleccion de los agentes, afectando asi las elecciones realizadas
por éstos.

1.4. Mdltiples restricciones

En algunas situaciones el consumidor no se enfrenta a una sola restriccion, sino a
multiples restricciones, por lo cual podria estar racionado en un conjunto de bienes.
Suponga un individuo que debera realizar una serie de elecciones entre una serie de
bienes como deportes, ocio, educacion, etc., a las que denominaremos x;. De igual
forma, el consumir una unidad (i) requiere una cantidad de tiempo i=1,2,....... ,n. Por
lo cual las restricciones para el consumidor seran:
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pdepmesdeportes + P,eioc0CI0 + Poincacisneducacion + ...+ p, X, <Y

(1.19) )
deportes +t, . ocio +t

ocio educacion

Lieportes educacion + ...+, X, <T

Donde Y es elingreso del individuo, t; el tiempo dedicado ala actividad (i) y T el tiempo
total disponible.
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2.

Preferencias individuales

Un elemento fundamental en la teoria microeconémica consiste en cémo los indivi-
duos realizan sus decisionesy cOmo seleccionan alternativas de un conjunto dispo-
nibles de las mismas. La teoria postula que cada individuo ordena las alternativas de
acuerdo con su preferencia relativa. De esta forma, cuando el individuo realiza una
eleccion, éste selecciona la alternativa con aquello que mas tiene de todo lo posible.
En este capitulo se desarrollara el marco teérico asociado con el concepto de
preferencia.

2.1. Preferencias individuales

Asumala existencia de n alternativas, éstas pueden contener n bienes que usted puede
poseer, n posibles candidatos por los cuales votar, n empleos a optar, etc. En general,
cuando hay n alternativas en algin orden que desea, usted podra expresar un orden
de preferencias porlas mismas. Cuando algunas alternativas tienen el mismo nivel en
sulista, usted tendra indiferencia entre las mismas. Existen dos propiedades importan-
tesensulista: Primera, es posible comparar dos alternativas diciendo cuél de las dos
es mayor; de estaforma, unaes mas preferida que la otra, o cuando ellatiene el mismo
nivel. Segunda, dada la naturaleza de las preferencias ésta no es ciclica?, es decir, si
la primera alternativa es mayor que la segunda, y también mayor que la tercera,
entonces la primeraalternativa es mayor que latercera. Ahora, usted puede establecer
un orden, y si solamente algunas de las alternativas son posibles, entonces podra
seleccionar aquella alternativa que mas prefiera. Un orden mas general se establece
para un infinito nUmero de elementos y aun cuando la lista con dicho orden sea
complicada, el ordenamiento se mantiene.

2. Esto significa que debera cumplir el teorema de aciclicidad: Si para un entero finito n, X;>X,, X,=X;, X,>X,,.....,
X, >x_ entonces x #x, (Kreps 1995).
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2.1.1 Definicion Formal

Sea X el conjunto de alternativas consideradas por un individuo; el conjunto X puede
ser un conjunto finito de alternativas o representar el conjunto de canastas de bienes
disponibles. Unarelacion binaria sobre X, es unarelacion R de X a X, con el conjunto
de pares ordenados (x, q) dondex O Xy qOX. Los pares enlarelacion de R se dicen
que satisfacen esta relacién. Una relacién de preferencia es un caso especial y se
escribe x > gsi(x, q) 0 X x X satisface esta relacion. Six > g entonces se dice que
x es preferido a q. Estarelacién puede entenderse en el sentido débil como "al menos
es tan bueno como" mas que en el sentido de "es mejor que". De igual forma, una
relacion estricta de preferencias [1 se define como x [IJg = X = g perono g > X
,y selee x es preferido a g. Larelacién Ose conoce como indiferenciay se define por
X—q < X>qyq = xyse leexes indiferente a q. En orden a cualificar la relacion
de preferencias, la relacion >~ debera satisfacer las siguientes propiedades funda-
mentales:

2.1.1.1. Reflexibidad

Paratodo x 0 X, x >~ x. Este supuesto nos dice que la canasta x, en el sentido débil,
es preferida a si misma, es decir, que al menos es tan buena como ella misma.

2.1.1.2. Completitud

Para todos los elementos x, g en X se cumple que x >~ q 6 g > x 0 ambos. Este
supuesto simplemente nos dice que dos canastas pueden ser comparadas.

2.1.1.3. Transitividad

Paratodox,qyzenX,six > qyq > zentoncesx -~ z.Lapropiedad de transitividad
plantea la coherencia en las elecciones.

Las propiedades 2.1.1.1 a 2.1.1.3 definen un conjunto de eleccién preordenado.

Preferencias sobre ERT

Las relaciones de preferencias se usan para caracterizar los deseos de los consumi-
dores, por varias combinaciones de bienes. Los bienes son indexados de 1 hasta m.
Una canasta de bienes es una coleccion de varias cantidades de esos m bienes, y la
cantidad de cada bien en una canasta es un nimero real positivo. También podemos
ver una canasta como la representacion de un vector m-dimensional de nimeros no

negativos, cominmente se asume que los bienes son divisibles. Tomemos X = R’

como el ortante no negativo de $R™, en este conjunto una relacién de preferencia en
el caso de dos dimensiones puede verse de la siguiente forma:
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H % GRAFICA 2.1.  Preferencias en dos
dimensiones.

v

2.1.1.4. Continuidad

. s . m . . ,
Una relacion de preferencias 7 sobre x=Rse dice que es continua si para cada x

O Xlos conjuntos {y O X | yi’x}y{y ox| x>~'y} son cerrados. Esto es, para alguna
canasta x defina A(x) como el conjunto donde x es "al menos tan bueno comoy" y
B(x) "no existe un mejor conjunto que x ", asf:

2DAN={yDX|yZx}y B ={yOX|xZy}

Donde A(X) y B(x) son cerrados dado que contienen sus propios limites para X en el
conjunto de eleccién. A A(x) se le denomina el conjunto superior y a B(x) el conjunto
inferior. De lo anterior, se deduce que:

2R2)AX) ={yUOX|yOx}yBXx)={yOX|x0Oy}

Seran abiertos. Se podra observar entonces que (2.1) y (2.2) se utilizan para evitar
conductas discontinuas.

Y, para un orden de preferencias >~' la interseccioén entre los conjuntos superior e
inferior, para algun x, definira el conjunto de indiferencial(x) ={y OX ]y ~x}elcual
es cerrado. Con respecto a la Grafica 2.1 la continuidad asegura que los puntos

sobre lafronterade u(X) ={yOX |y z x} sean equivalentes al elemento x. Observe,
sin embargo, que la continuidad no asegura la posibilidad de que la superficie de la
curvade indiferencia pueda contener conjuntos cerrados. Por ejemplo, en el conjun-
to de preferencias lexicograficas:
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GRAFICA 2.2. Preferencias lexicogra-
ficas: Se salta de estrictamente peor
en x a estrictamente mejor en y.

v

El orden de preferencias lexicograficas no es continuo. Como se puede observar en el caso
de dos dimensiones, considérese un conjunto cuyo contorno superior corresponda al

elemento x = (1,1), esto es, el conjunto de elementos q Zx cuya gréfica es (2.2),
claramente no es cerrado debido a que la frontera del conjunto por abajo (1,1) no esta
contenida en el conjunto. Por ejemplo (1,%2) < (1,1) y de igual forma (1,1%2) = (1,1).

2.1.1.5. Insaciabilidad

Una relacion de preferencia 7 sobre X se dice que no es saciada si para todo x 0 X

existe un g 0 X siendo q[X.

Lo contrario a dicha afirmacién es la existencia de un elemento x, en X que sea preferido
aotro elemento. Tal elemento se denominara "punto de felicidad"y se puede observar
en la siguiente gréfica:

a Curvas de indiferencia

—

Punto de felicidad

GRAFICA 2.3. Puntos de felicidad.

Existen otras propiedades relacionadas con la insaciabilidad, a saber:

2.1.1.5.1. Insaciabilidad local

Una relacion de preferencia - sobre X = R”" satisface la insaciabilidad local si para
algun x en X y algun € > 0 existe algin q en X con Hx—qH<8 tal que
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gl x @, Esto significa, que para alguna canasta x, existen canastas cercanas que son
estrictamente preferidas a x, lo cual podria entenderse siempre que es posible
mejorar aunque solo se introduzcan pequefias variaciones en la canasta de bienes.

2.1.1.5.2. Fuerte monotonicidad

Una relacion de preferencia >~ sobre X= R™ es fuertemente monotona si
xOX,qgOXyq>= X qg#ximplica que g I x. La fuerte monotonicidad implica
insaciabilidad local. Siuna cesta de bienes contiene como minimo lamisma cantidad
de bienes que otray mas de alguno de ellos, esta cesta es estrictamente mejor que
la otra, lo cual significa suponer que los bienes son buenos, pues siuno de ellos fuese
un mal, como la contaminacién o la basura, no se cumpliria este supuesto. En
términos generales, esta propiedad se conoce también como que "los bienes son
buenos".

2.1.1.5.3. Homotecia

Una relacién de preferencias monétonas > sobre X="R"" es homotética si todos los
conjuntos de indiferencia estan relacionados por un rayo de expansioén proporcional,
esto es, si x — q entonces ax — aq para algin a = 0; veamos:

X1

GRAFICA 2.4. Preferencias
2X homotéticas.

\/

X2

2.1.1.6. Convexidad

Una relacion de preferencia > sobre X= R es convexa si dado algin x, gy zen
Xtalque x#4q,x > z,q > zentonces para todo a, 0< a<1, se cumple que
ax + (1- a)g - z y se dice que es estrictamente convexa six [l(z , q[] z'y para todo
a, 0< a<l, se cumple que ax + (1- a)q[l z. De igual forma, esta propiedad podria
leerse como que la canasta media es preferida a los extremos; veamos:

B 1
3. Donde ||x - q” < € es la distancia euclideana entre los puntos x y q: Hx—qﬂz (Z(x,-—q,-)")"
i=1
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GRAFICA 2.5. Conjuntos convexos y N0 CONVexos.

2.2. La funcion de utilidad

Silaordenacion de preferencias es completa, transitiva, reflexivay continua, entonces
las preferencias se pueden representar a través de unafuncién de utilidad continua. La
funcidn de utilidad, u, es una funcién con valores reales, definida sobre el conjunto X,
de tal forma que el orden de las preferencias sobre X se preserva por la magnitud de
u. De esta forma, una funcién de utilidad tiene la propiedad de que dados dos

elementos x y q en X se cumple que u(q) = u(x) siy solo si q 7 x

No todas las relaciones de preferencias pueden ser representadas por funciones de
utilidad, pero si la relacion de preferencias es continua sobre R™ entonces ésta
puede ser representada por una funcién de utilidad. Por lo tanto, si las preferencias
son reflexivas, transitivas, completas y continuas, u(x) representa dichas preferen-
cias y debera cumplirse: Primero, u(x) es estrictamente creciente si y solo si las
preferencias son monétonas. Segundo, u(x) es cuasiconcava siy solo silas preferen-
cias son convexas y tercero u(x) es estrictamente cuasiconcava si y solo si las
preferencias son estrictamente convexas®.

2.2.1. Invarianza de la funcion de utilidad

Sea » unorden de preferencias continuo tal que u(x) es una funcion de utilidad que
represente a éstas. Si f(=) es una funcidn estrictamente creciente de una variable

4. Una funcion f: D - R es cuasiconcava siOx, y x,enD: f(x' ) 2 min [f(x,), f(x,)]O tO[0,1]
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singular, y f(u(x)) es la funcibn compuesta y esta es una transformacién monétona
positiva de u(x), entonces esta también representa una funcién de utilidad. De lo
anterior se deduce:

1) Que u(x,x,) represente < significa que u(x, ;) > U(dy,0,) = (XuX,) [ (01,0,)
2) f(=)esunatransformacién monétonade u(x,,X,) > u(q;,q,) = f(u(x;,x,)) >f(u(q,;,q,))

3) De (2) se observa que f(u(x,X,)) >f(u(0:,02)) = (X1.%;) [ (0:,0)

PROPOSICION 2.1

Siunarelacién de preferencia es representada por una funcién de utilidad sobre ERT
entonces una funcién de la forma v(x) = f(u(x)), donde f es estrictamente creciente
en el rango de v sobre u, sera también una funcién que represente la misma relacion
de preferencia. Si f y u son continuas entonces v también es continua. Esto se
deduce de (1),(2) y (3).

A

vV GRAFICA 2.5.  Transformacion
mondétona de u.

V= fu)

La invarianza en la funcién de utilidad debera incluir como requisitos adicionales:
mantener la invarianza en la descripcién, la invarianza en el procedimiento y la
invarianza en el contexto®.

2.2.1.1. Invarianza en la descripcién

Este requisito requiere que las preferencias entre las opciones no dependan de laforma
en la cual ellas son presentadas. De esta forma, dos descripciones del mismo problema
deberan llevar a la misma eleccién [Arrow (1982), Tversky y Kahneman (1986)].
Tversky y Kahneman (1986) proveen el siguiente ejemplo, que viola esta propiedad.

Problema 3. (126 individuos participaron en el experimento): Asuma que usted se
enriquece en $300 més que hoy, y debe realizar una eleccion entre:

5. Ver también la descripcion de Kreps (1995) sobre el encuadramiento (framing).
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A) Unaganancia segura de $100 (72% de los individuos eligieron esta opcidn).
B) 50% de oportunidad de ganar $200 y 50% de oportunidad de no ganar nada
(28% de los individuos eligieron esta opcidn).

Problema 4. (128 individuos participaron en el experimento): Asuma que usted se

enriquece en $500 més que hoy, y debe realizar una eleccién entre:

A) Una pérdida segura de $100 (36% de los individuos eligieron esta opcion).

B) 50% de oportunidad de no perder nada y 50% de oportunidad de perder $200
(64% de los individuos eligieron esta opcién).

Dado que los dos problemas son idénticos, la variacion en la descripcion tiene un
gran efecto en las preferencias.

2.2.1.2. Invarianza en el procedimiento

Esta propiedad requiere que los métodos de "extraer” las preferencias mantengan el
mismo orden en ellas, entonces dos procedimientos diferentes deberan mantener el
mismo orden en las preferencias. Este fendmeno esta asociado directamente a la
existencia de inversion en las preferencias descrito inicialmente por Sarah Lichtenstein
y Paul Slovicvy ampliado por Tversky y Kahneman. Considere un individuo que tiene
la oportunidad de jugar dos loterias representadas en la grafica siguiente:®

«—$0
516\

$0
«—$4

P-Bet

$-Bet

LOTERIA A LOTERIA B

La loteria A da un pago de $4 con una gran certezay un pago de $0 con una pequefa
probabilidad. La loteria B da un pago de $16 con una probabilidad de un 30% y un
pago de $0 con una probabilidad de 70%. La loteria A es llamada P-Bet debido a que
la probabilidad de ganar es muy grande y la loteria B es llamada $-Bet debido a que
la cantidad a ganar es muy grande. Cuando los individuos son preguntados por su

6. Esta version de la inversion en las preferencias es tomada de Plott,Ch.R (1996).
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eleccién la mayoria elige A. Sin embargo, cuando se les pregunta cuanto pagarian
por el derecho a jugar las loterias, el mismo individuo desearia pagar mas por el derecho
a jugar la loteria B. De esta forma, la inconsistencia en el comportamiento es evidente,
mostrando asimetria en el procedimiento. [Ver también Tversky (1996) y McFadden
(1999)].

2.2.1.3. Invarianza en el contexto

El dltimo requisito consiste en la invarianza en el contexto, definido por el conjunto de
opciones bajo consideracion. De acuerdo con Tversky (1996) uno de los supuestos
basicos en una eleccioén racional consiste en que cada alternativa tiene una utilidad que
depende solamente de esa alternativa. Esto significa que una opcién no preferida, no
puede preferirse si se adicionan nuevas alternativas al conjunto de eleccion. Lo contrario
mostraria que no existe invarianza en el contexto. Esta hip6tesis implica que si no existe
invarianza, la “'parte del mercado' de x podria incrementarse al adicionar a {x,y} una
tercera alternativa z que es claramente inferior a x pero no a y”. Un ejemplo sobre la
violacion de este supuesto, es provisto por los autores anteriores: A un grupo de 106
encuestados se les ofrecid elegir entre $6 y un boligrafo Cross, el porcentaje que
selecciond el boligrafo fue del 36% y el resto prefirié el dinero. A un segundo grupo de
115 encuestados se les ofrecid elegir tres opciones: $6, el boligrafo Cross y un boligrafo
menos atractivo; el 2% eligio el boligrafo menos atractivo, mientras el porcentaje que
eligi6 el Cross aumento del 36% al 46%.

2.3. El problema basico del consumidor

Deberemos ahora introducir los precios en nuestro modelo basico. Cualquier consu-
midor ha experimentado que sus deseos de elegir m bienes se ven frustrados cuando
decide ir al mercado, a un centro comercial, etc. Dicha frustracién no es mas que la
confirmacion de que aun cuando se tienen preferencias por los bienes, éstas por si
solas no bastan, esto es, existen restricciones como la cantidad de dinero que
poseemos en nuestros bolsillos para comprar dichos bienes. De una manera mas
formal, asumamos que existen m bienes, los cuales son infinitamente divisibles.

Un consumidor selecciona una canasta que contiene dichos bienes descritos por el
m vector en X = (X;,X,,...,X,) donde x;, i=1,..,m, representa la cantidad del bieni. Las
preferencias del consumidor, sobre varias posibles canastas, se representa por la

. as = sobre "
relacion de preferencias ~ sobre e

Asociado a cada bien i existe un precio, medido en alguna unidad monetaria p; =0,
de tal forma que el costo de elegir x; sera p; x;.. El costo total de elegir la canasta

7z m . . . . .
X = (Xq,Xp,...,Xy) S€ra ZH P;x;=p X. Asumiremos por simplicidad, que el consumi-
dor tiene un presupuesto de y unidades monetarias.

Asi, la eleccion del consumidor es restringida a la restriccion de presupuesto:
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GRAFICA 2.6. Eleccidn del consumidor.

-3

v

Porlotanto, el consumidor elegira una canasta determinada de acuerdo ala siguiente
restriccion:

23) X pX;<y

Estasituacién se representa enla Grafica 2.6, donde la restriccién de presupuesto se
define como el area sombreada debajo de larecta p;. x,=y. Como se podra observar,
ladiagonal de estaregion sera perpendicular al vector de precios p. Si el presupuesto
cambia, digamos aumenta, dicha regién también aumentara desplazandose a la
derechay, de lo contrario, a la izquierda. Para cualquier consumidor la restriccion
(2.3) le indica que tanto U, como U, son asequibles mientras U, no.

¢Cbémo se deberé elegir entre U,y U,? Para resolver dicho interrogante se usara el
supuesto 2.1.1.5.1 por lo cual la desigualdad se convertira en igualdad y, entonces
la canasta 6ptima sera X* con la curva de indiferencia U,. Mas-Collel, Whinston y
Green (1995) definen esta solucion de la siguiente forma: la demanda Walrasiana
x(p,y) satisface la ley de Walras, si para cada p >> 0 e y > 0 se cumple que
p.x=yOxOX(p,y), esto es, el consumidor gasta totalmente su riqueza. De manera
formal, diremos que el problema béasico del consumidor, dados unos precios py, un
presupuesto y, consistira en solucionar:

max u(x)
2.4) . X
Sujetoapx<y;xeX

Si p es estrictamente positivo (>>) y u( . ) es continua, el problema de maximizacion
de la utilidad tiene una solucion.
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2.3.1. Restricciones multiples

Suponga una funcién de utilidad continua y cuasi-céncava. Cada g,(x) es
convexa y X es un conjunto convexo. Suponga también que existe alglin x(OX con
g(x)<00i=1,2,.., s. Si x* es una solucion existe una serie de A, A,,.....,A, positivos,
pero no todos iguales a cero, tal que x* es una solucién al problema:

Max u(x)

2.4.1) ,

Sujeto a) A\ g,(x)<0; xeX
i=1

Asi, el problema 1.12 del capitulo 1 podria escribirse como

(2.4.2)
Max u(x)

Sujeto a : Deportes(\ + Niorno )+ Ocio('\

ingreso p deportes tiempo © deportes

)<\, Y+A, T

ingreso tiempo

+ A t . )

ingreso p ocio tiempo © ocio

Foe X, (A

ingreso pm + 7\’tiemp0 tm

Como podra observarse Ay, CONsiste en una clara interpretacion del valor del
tiempo; este sera el valor por medio del cual una unidad de tiempo, por ejemplo una
hora, puede ser convertida en dinero.

2.4. Dualidad

Uno de los aspectos importantes en la teoria del consumidor, consiste en la dualidad.
La dualidad es una de las "herramientas" mas usadas en la estimacion de modelos.
Béasicamente la dualidad expresalarelacion entre los bienes por unlado y los precios
por el otro. De esta forma, el consumidor podra elegir entre maximizar la funcién de
utilidad sujeto a la restriccidn de presupuesto o, minimizar su gasto en una serie de
bienes siempre y cuando, la funcién de utilidad permanezca constante. El problema
se plantea como:

2.5) mix u(x)

Sujetoa px <y ; xe X

o

min px

(2.6) x

Suyjeto a u(x)=u’; xe X
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Delasolucién al problema (2.5) se obtienen las demandas marshallianas, mientras de
lasolucién a(2.6) se obtienen las demandas Hicksianas o demandas compensadas.
Las funciones Hicksianas satisfacen la cantidad de bienes x alos precios p cuando la
utilidad permanece constante, de ahi su nombre:

(2.6.1) Xi=gi(y.p) =h;(u,p)

(2.6.2) U =V(Xg,...Xm) = V[D1(Y:P),2(Y:P) -, Im(Y:P)] =V (V.P)

(2.6.3)x = 2. Pl(1,P) = cu,p)
i=1

Donde v (y,p) es la funcion indirecta de utilidad o el maximo sostenible de utilidad
dados los precios y el ingreso:

(2.6.4) v (y,p) = MAX [y(x); px=1y]

Y la funcién C(u,p) es el minimo gasto que mantiene la utilidad constante, dado los
precios p, y claramente es una solucion al problema dual:

(2.6.5) C(up)= Min [px=:u(x) =V]

Lafuncién de gasto ylafunciénindirecta de utilidad estan intimamente relacionadas,
pues a partir de invertir C(u,p) = x se encuentra u en funcién de x y p. Similarmente
lainversion de u =v (y,p) nos lleva directamente a x = C(u,p). Esto se puede observar
mejor en el siguiente esquema:

= U <=
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2.4.1. Propiedades de la funcion indirecta de utilidad

Entre las propiedades usuales de la funcién indirecta de utilidad, tenemos

1) Es homogénea de grado cero en (p,y), esto es, v( tp, ty)=v(p,y) O t =0.

2) No es creciente en p y es estrictamente creciente en'y.

3) Es cuasi convexa con respecto a p, esto es el conjunto {p: v(p,y) < c} es convexo

paracada y > 0y algunc.

4) Laderivada de lafuncion indirecta de utilidad con respecto a los precios e ingreso

se conoce también como la Identidad de Roy y es una forma conveniente de
recuperar la demanda Marshalliana,

30/ op,

@XM =g 0p) =V = "5 05

5) Es continuaenpey.

2.4.2. Propiedades de la funcion de gasto

Entre las propiedades usuales de la funcidn de gasto, se encuentran:

1)

2)

3)

La funcidn de gasto es homogénea de grado uno en precios, formalmente para
algun escalar 6 =0 : C(u, 8p) = 6 C(u,p). Esto es, si los precios se doblan se
debera desembolsar dos veces mas cantidad de dinero para estar en la misma
curva de indiferencia.

La funcién de gasto es creciente en m, no decreciente en p y creciente en al
menos un precio. Esto se deriva del axioma de insaciabilidad ya que dados unos
precios, el consumidor tiene que gastar mas para estar mejor, debido a que un
incremento en precios requiere mas cantidad de dinero para permanecer mejor.

La funcion de gasto es céncava en precios. Cuando el precio de un bien cambia,
mientras los otros precios y la utilidad permanecen constantes, la concavidad
implica que el costo aumenta no mas que linealmente, esto es esencial, porque el
consumidor minimiza sus gastos reacomodando sus compras en orden atomar las
ventajas de la estructura de precios. Es decir,

(2.8) C(u,Bp)=0C(u,p);0<0<1

La estricta concavidad se mantiene, si en (2.8) se reemplaza = por >. Supongamos
los siguientes bienes y precios:
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X; Pi 2 X P
1 2 4 8
2 4 5 20
3 6 4.5 27

Y definamos p, como 6p,+ (1-8)p, y si B esigual a 0.5 entonces p,=4.5. Entonces,

C(u,py) = 3 X,p;=8<3 x5p,= 24
C(u,py) = 3 X,p,= 20 < 3 x3p,= 30

Se debera demostrar que C(u, 8p;+ (1- 6)p,) = 6[C(u, p,)]+ (1- 8)[C(u, p,)]. Si C(u,
Bp.+ (1-8)p,)= C(u,ps)= 3 Xsp; = 27 y dado que 6[C(u, p,)] = 0.5*8 y (1-8)[C(u,
p.)]=10:

C(u, 8p,+ (1-6)p,) 2 B[C(u, p,)]+ (1-6)[C(u, p.)] ya que 27 >14.

4) La funcion de gasto es continua en p y la primera y la segunda derivada con
respecto a los precios existe.

5) Cuando ellas existan, las derivadas parciales de las funciones de gasto con
respecto a los precios seran las funciones de demandas Hicksianas:

(2.9) 6C(u,p) =h(u,p)=x

i

La anterior propiedad se conoce también como el Lema de Sheppard.

2.4.3. Propiedades de las funciones
de demandas Marshallianas y Hicksianas

Como se ha encontrado anteriormente, de la solucién a (2.5) se obtiene lademanda
Marshalliana mientras de la solucion a (2.6) se obtiene la demanda Hicksiana. Ahora
derivaremos algunas de las propiedades para dichas demandas.

2.4.3.1. Adicién

El valor total de las demandas Hicksianas y Marshallianas seran los gastos totales:

(2.10) ;Pihi(”’P) = ;Pigi(y’P) =y
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2.4.3.2. Homogeneidad

Las demandas Hicksianas son homogéneas de grado cero en precios; las deman-
das Marshallianas en el gasto total y en los precios tambiénlo son, esto es, paraalgun
escalar 6 > 0, se cumple:

(2.11) hi(u, 8 p) = hi (u, p)=g; (By, 6p) = g; (¥, P)

2.4.3.3. Simetria

Las derivadas transversales de los precios, en las demandas Hicksianas son simétricas:

6h,.(u,p) _ ahj(usp)
p; p;

(2.12)

Para todo i # . Esta propiedad ademas se deriva del teorema de Young.

2.4.3.4. Negatividad
o,

La matriz de n xn formada de los elementos de p es semidefinida negativa,
J

oh,
(2.13) i3\ aso

Si A es proporcional a p, la desigualdad llegara a ser una igualdad, y la forma
oh,

]
cuadrdtica (2.13) sera cero. El resultado anterior se mantiene en tanto op es la
J

matriz de segundas derivadas de la funcion de gasto, que es una funcion concavay
o,

semidefinida negativa. Por conveniencia op se reemplaza pors; y se conoce como
J

la matriz de sustitucién o la matriz de Slutzky, donde los elementos diagonales de
dicha matriz seran no positivos para todo i,

(2.14) s, <0

De esta forma, un incremento en precios con la utilidad constante debera producir
una mayor demanda para aquel bien o aquellos que permanecen sin cambiar. La
expresion (2.14) podria considerarse también como lafamosa "ley de la demanda”.
Por supuesto, (2.14) nos muestra una funcién de demanda compensada, pero a
diferencia de la visién tradicional de la demanda (2.14) proviene de la funcién de
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gasto, la cual es concava aunque las preferencias sean o no convexas. La propiedad
de negatividad no nos dice nada acerca de las curvas de indiferenciay, por supuesto
si éstas fueran concavas al origen dichas demandas mostrarian soluciones de esqui-
na, las cuales no son explicadas por (2.14).

De esta forma, las propiedades bésicas de las curvas de demanda son la adicion, la
homogeneidad de grado cero en precios e ingreso. Porlo tanto, seran simétricas las
respuestas en precios y formaran una matriz semidefinida negativa. Si la simetria y
negatividad son comprobables entonces es posible observar la matriz de sustitucion
de Slutzky. Al derivar la Hicksiana con respecto a p; y usando el lema de Sheppard
encontraremos:

o, og,
ap; ~ W

98
Pp;

(2.15) s; = X+

Donde el tltimo término es la derivada de los precios no compensados con respecto
a p;. El téermino compensado se refiere a la cantidad de veces x; (la derivada del

og,
minimo costo con respecto a p;) que i (el gasto total derivado de x) debera ser

ox
adicionado. Cada una de las magnitudes de (2.15) en principio pueden ser observa-
das directamente variando a x y p. La ecuacion (2.15) se descompone entonces en
08

el efecto sustitucion del cambio en precios y en el efecto ingreso — X; a Un s
positivo s6lo puede ocurrir en el caso de un bien inferior, por ejemplo bienes giffen,
ya que todos los bienes giffen son inferiores pero lo contrario no es cierto. Los bienes
giffen son muy raros y solo se citan casos excepcionales como la papa, ya que si
aumenta su precio su demanda no disminuira. La matriz de sustitucion tiene una
funcién importante en clasificar los bienes: si los bienes i yj son complementarios
S; €s negativo y si los bienes i yj son sustitutos s; es positivo.

2.5. Trayectorias de expansion

Usualmente lafuncién de demanda cambia ante un cambio en precios oingreso; este
cambio puede observarse en términos de la estatica comparativa: Suponga que los
precios estan fijos pero el ingreso del consumidor lentamente se incrementa, entonces
a partir de la coleccién de puntos resultantes se podria trazar una trayectoria en el
ortante no negativo que se denomina trayectoria de expansion del ingreso. Esta
trayectoria puede ser proyectada en un plano definido por dos bienes, mostrando
dicha trayectoria la expansion del ingreso relativo a estos dos bienes de la siguiente
forma:
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A
Xo 4 X2 X A
X X4 Y
GRAFICAS 2.7.a 2-7.b. Trayectorias de expansion. GRAFICA 2.7.c. Curva de Engel.

A

v

SN, Y

GRAFICA 2.7.d. Puntos de felicidad y GRAFICA 2.7.e. Curva de Engel.
restricciones presupuestarias B,

Como podra observarse, la grafica (2.7.a) muestra un conjunto de bienes normales:
el consumo de los bienes x, y X, se incrementa cuando el ingreso se incrementa. En
la gréafica (2.7.b) el bien x, es un bien inferior, esto es, el consumo cae en tanto el
ingreso aumenta. Cuando la demanda de un bien se grafica como una funcién del
ingreso, el resultado se conoce como la curva de Engel para dicho bien. Debera
ademas observarse que en el caso de que las preferencias sean homotéticas, se
cumple que u(tx)=tu(x) Ot > 0, entonces, la trayectoria de expansién y la curva de
Engel sera una linea de trazo continuo como en la gréfica (2.7.c).

2.6. La tasa marginal de sustitucion

Considere la curva de indiferencia u(x,,X,) = u, cuya representacién viene dada por
la gréfica (2.6) para alguan valor fijo de u. Esta curva puede ser pensada como la
funcién x,(x,). De dichas curvas se define la tasa marginal de sustitucién del bien 2
por el bien 1 como:
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_ox,

(2.16) TMS,,= ox,
La tasa marginal de sustitucion es la pendiente de la curva de indiferencia, y su
sentido econémico no es otro que la cantidad que se esta dispuesto a renunciar del
consumo del bien 1 por consumir unidades adicionales del bien 2, por esta razén la
tasa marginal de sustitucion definida de la anterior forma decrece cuando x, crece.
Si nosotros diferenciamos u(x,;,X,) =U, con respecto a X,, Se encuentra:

ou(x,,X,) N ou(x,,x,) 0x,

=0
ox, ox,  0x
2.17
(2.17) ™S, - - 6u(x1,x2)/6u(x1 ,X,)
ox, ox,

De igual forma, la solucién al problema basico del consumidor nos muestra:

ou(x,,x,)/ox, _p
(2.18) ou(x,;,x,)/0x, p,

Donde (2.18) es la tasa de sustitucion econdmica del bien 2 por el bien 1, y ésta es
la pendiente de la linea de restriccidn presupuestaria:

. GRAFICA 2.8. Tasa marginal
de sustitucion.

v

Se asume que la solucién anterior ocurre en un punto x con x > 0, esto es posible
incluso para uno o mas componentes de x que sean cero, tal es el caso de las
soluciones de esquina como en (2.9), veamos:
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GRAFICA 2.9. Solucién de esquina.

\ 4

La graficaanterior en el caso de dos dimensiones nos muestra que sila solucién ocurre

enelpuntox;, >0yx,=01aTMS,, > 123 , este resultado se extiende a dimensiones

P2
mayores.

2.7. Elasticidad

Cuando se discute la sensibilidad de la demanda del consumidor ante cambios en
variables como el precio o el ingreso, se puede medir directamente dicha sensibili-
dad, a través de la elasticidad, por ejemplo, dx/dy en el caso de la sensibilidad en el
ingreso. Una de las desventajas de esta medida, es la dependencia sobre las unida-
des usadas. Es comun usar la elasticidad ingreso de la demanda:

(2.19) &; =

Asi (2.19) es el porcentaje de cambio en la demanda ante un cambio porcentual en el
ingreso. Como un resultado adicional, se debera observar que la elasticidad ingreso
. . _ D;X;
promedio debera ser unitaria, esto es: k&+ ... + kg= 1 donde k= ——_ es|la
y

proporcién del ingreso gastado en la bien j.

La elasticidad precio de la demanda del bien x vendra definida por:
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2.8. Algunas formas funcionales

En estaseccidn se desarrollara primero un ejemplo usual de maximizacion y luego se
discutiran algunas formas funcionales tradicionales en la demanda. Suponga un
consumidor, cuya funcién de utilidad viene definida por u(x,;,X, ) = x,2 +x,2. La
restriccion presupuestaria viene dada por p,x,+p,x, = Y. Para solucionar este proble-
ma se usara el Lagrangiano y deduciremos las condiciones de primer orden. El
problema se plantea como:

Max U(Xq,X, ) = X2 +X,2

Sujetoa  px;+HpX, =Y
I=%2 +%2- N(pX, +PX, - Y)

ot
(220) 2, -pr =0

1

ot
(221) 7~ 2x, —p,A=0

2

of
(2.22) Y =p,X, +p,x,-Y=0

¢Cual es el significado econémico del multiplicador Lagrangiano A? Se puede
observar que el multiplicador es la razén de cambio del maximo (o minimo) valor de
la funcién objetivo con respecto a un cambio paramétrico en el valor de larestriccion.
Supongamos, que la funcién objetivo para un individuo esta determinada por el
trabajo y el ocio, sujeta a la restriccion del tiempo en algin nivel k: Siun incremento
adicional del tiempo, ocurriese en Ak unidades, el ingreso se incrementaria en Ay* =
A*Ak. En otras palabras, A* sera el valor marginal del tiempo o el costo de oportuni-
dad del mismo, y en una economia competitiva, las empresas estarian dispuestas a
pagar A* por cada incremento en el tiempo, esto significa que A* podria ser visto
como el precio de reserva del tiempo, es decir el salario de reserva.
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Despejando (2.20) y (2.21) e igualando obtenemos,

X, P

D;

(2.23) X1 =

Sustituyendo (2.23) en (2.22):

X
(2.24) Pz[ 2p1:|+P2x2 -¥Y=0g x, pltps =Y
D D,

2

De donde se deduce que la demanda Marshalliana viene determinada por:

m__ ¥p,
(2.25) X2 T3 ;
p, +p;

De igual forma, reemplazando esta solucién en (2.22), la demanda del bien x, sera:

p,

(2.26) x" = 2 2
P, tD;

La funcion indirecta de utilidad se encuentra reemplazando (2.25) y (2.26) en la
funcién de utilidad:

* 2 2
Vi(x,x,)=x,+x,

2 2
2 2 2 2
P tD:; P tD:;

YZ

(2.27)
2 2
P, tP;
A partir de (2.27) se puede usar la identidad de Roy, entonces:

oV e-2pY?  2pY’
2.28 T 2 2
( ) P (pzz + pzz) (pzz + pzz)

oV’ 2Y(p12+ pzz)_ 2Y
(2.29) oY (p12+p22)2 _(P12+P22)
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De donde se deduce:

2p Y’
* 2
ovisap (ol p)
(230) oV /oY  __2V

(pzz + pzz)

De esta forma, la demanda sera:

p,

(2.31) X" =— 2
Py +D;

De acuerdo con la dualidad, el problema también se puede plantear como:

Min P1X+P2X;
Sujetoa  U(Xy,X, ) = X2 +X,2 = U,

Asi, el Lagrangiano es:

|=p1X1 + X, + A (X2 + X7 - uf)

of
(23 =Pt A2x; =0

1

(2.33) 9L _ P, +A2x,=0
ox

2

(2.34) o x +x, —u'=0
N -

Despejando (2.32) y (2.33) e igualando:

(2.35) x, = 2Pz

D

Sustituyendo (2.35) en (2.34) se obtiene:

2 2 2 2
> | xp +
(2.36) X1 J{ = }uo 0 xzz{—p’ 2 }”O
P 5

De donde se deduce que la demanda Hicksiana viene determinada por:
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1

: u’
@an) X' =—F—
(P12 +P22)2

Usando el Lema de Sheppard:

1 1
2.2 2.2
u U
_ D 4 P, -
Q}z 2) Qz 2)
; t D ; t D
1 1

2.7 2.5
_pputp, W

(2.38) C(u,py,p,) 2 2 v
Q’z 2 )

1 I

= 3@12 +P22)_

Por lo cual,
8C*(u,p1,p2) 1( - N5 :
— el )+ = + 22p.u?
o, 2(P1 pP; ) P ;
1 h ”2p2
2 X, =——————
(2.39) x " = wp y ’ 5 A
2 2 1 (pl +p2 )2
(Pz +D; )2

Veamos otro ejemplo. Considere la siguiente funcion de utilidad y la restriccion
presupuestaria:

(2.20.1)  U(X1,X;5) = X, "%,(*9)
(220.2) p.x;+pX, =Y
Para solucionar el problema del consumidor, tendremos:

(2.20.3) £ = %"%(") -A( Py X1+ PXo- Y)

or P
(2.20.4) or _ ax, x, " —ap,=0  (2.205) o (1-)x; x,  —Ap,
ox, X,
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(I —)y
P>

(2.20.6) x,”

Igualando (2.20.3) y(2.20.4) se encuentra que:

ox, x, _(1-o)x"x," _x, _p(1-0)

D; D Xy Do

(2.20.5)

Sustituyendo en (2.20.6) se obtienen las siguientes demandas Marshallianas:

(2.206) x," = I
D
(220.7) x," =2
D,

La funcién indirecta de utilidad, V (p;,p,,Y),seréa:

o (1I-o)
oy (I—a)yj
2.20.8) Vp.py)=|—||——
( ) V(P1,P2Y) (P;J ( P,

2.8.1. El sistema Lineal de Gasto

El sistema lineal de gasto (LES) es una generalizacién de la funcion de utilidad Cobb-
Douglas. Fue desarrollado por Klein y Rubin (1947-48) y Samuelson (1947-48).
Investigado empiricamente por Stone (1954) y Geary (1950), por lo cual se le da el
nombre Stone-Geary. El sistema lineal de gasto es basicamente una Cobb-Douglas
trasladada en el origen al punto (B, ,B,), en el cuadrante positivo:

(2.40) U(‘Xlﬁ‘Xz):(‘Xl_Bl)ml(‘sz_Bz)OCZ
(241) V(X,X,)=0o,Ln(X,—-B,)+a,Ln(X,— B, ) por la proposicion 2.1
Supongamos la restriccién:

(242) X,P,+X,P,=Y
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Entonces el problema de maximizar (2.41) sujeto a (2.42) se resuelve con el Lagrangiano:
(243) L=o,Ln(X,—-B,)+o,Ln(X,-B,)-MX,P,+ X,P,-Y)

or o, _0P -0 or o,
(2.49) aX] (XI_BI) ! (2.49) aXz (Xz_Bz)

—\P, =0

ot
@46) —-=X,P+X,P,-Y=0

Igualando (2.44) y (2.45) tendremos:

o, 5 o, s
(X,-B)P, ' (X,-B,)P, 0o, (X,-B,)P,=a,(X,-B)P 0

o, X,P, —o,B,P, =a,X,P,—o,B,P,

X,P, =ﬁx1P1 _ﬁBIP] + B, P,

o, a;

Sustituyendo en (2.46)las demandas marshalianas seran:

XIPI"'&X1P1_%B1P1+B2P2:Y
a, a,

xP+22xp-v+22BpP -BP,
ol

1 oy

X,P(1+>2)=Y +>2B,P, - B,P,
o

1 o,

xp2t%,_y,%pp_pPp S o to =1
1 a] 1 2
1 o,
X,P,—=Y+—B,P,-B,P, ad
Oy Oy
X, =v2Ly “20‘131’ B,P,SL .
1 Y PI

o o, (I-ao,) o
XIZY_I _szz_l"'—IBIE_I O
P, P, o, P,
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XI:Y% —Bzﬂ%Jrﬂ—B]P]& O
1 1 a,P, P,

m a
(2.47) X, :BJ+?1(Y_B2P2_B1P1)
1

m 04
(2.48) X: :BZ+?2(Y_B2‘P2_BI‘PI)

2

Las ecuaciones (2.47) y (2.48) son las demandas Marshallianas. Escribiendo las
funciones de demanda en forma de gasto:

o, P,

(2.49) le‘PI =PB, + (Y-B,P,-B,P)

1
(250) X,"P,=P,B, +0,(Y - B,P,- B,P,)

De esta forma, el gasto en cada bien XP;es lineal en precios e ingreso. EI LES
describe a unos consumidores comprando primero las cantidades de subsistencia
de cada bien ( B;) vy, dividiendo lo que queda del gasto, entre los bienes, en
proporcionesfijas (a,, a,) . El gasto marginal en cada bien es constante y el LES tiene
una curva de Engel lineal que no es homotética, ya que todas las lineas de ingreso-
gasto pasan a través del punto B;

X GRAFICA 2.8. Sendas de expansion
para una LES no homotética.
Ei = Curva de Engel; Y = Ingreso
(0,B2)

v

0 (Bi,0) Y

Howe, Pollacky Wales(1979) estiman un LES usando los siguientes bienes: alimentos,
ropa, abrigos y miscelaneos denominados porf, ¢, s y m respectivamente; los datos
fueron tomados del consumo en Estados Unidos entre 1929 y 1975 excluyendo los
afios de guerra(1942-1945), el resultado obtenido fue:
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Parametro Valor Desviacién Estandar

o 0.38 0.022
a. 0.24 0.015
a, 0.17 0.02
a, 0.21 -

Los q,{f,c,s,m} sonlas partes asignadas del presupuesto marginalmente y éstas son
necesariamente independientes de los precios, del gasto y del consumo pasado. La
restriccién implicita como se puede observar, consiste en Y a4 =1, debido a que no
se puede gastar mas de lo que setiene en cada bien, y no tiene sentido gastar menos.
Deigual forma, para 1975 Howe et-al encontraron unos valores a, {f,c,s,m} de 0.32,
0.12, 0.36 y 0.20 respectivamente.

La concavidad en la funcion de gasto se satisface por el hecho de que los q; son
positivos y x; no es menor que Y, p; B, ya que x,= B, . Si dichas restricciones no se
mantienen, la funcién de gasto no es céoncava. Deaton y Muelbauer(1981) indican
que si observamos la cantidad Y; p; o, ésta nos muestra que no existen efectos de
sustitucion y entonces se debera pensar en el LES como una funcién de utilidad

n n . . o . p
comprada" a un precio constante por unidad Hpi . De igual forma, los a”s

pueden ser pensados como la media geométrica de los precios y, de esta forma,
como un indice de precios que representa el "costo marginal de vida".

Para obtener un indicador "real" de riqueza, deberemos partir de que si los B; repre-
sentan los requisitos de subsistencia, solamente Y - 3; p; B; es lo que queda para
asignarse enformadiscrecional, y si deflactamos lo que queda por la media geométrica
ponderada de los precios a;, entonces obtendremos dicho indicador.

2.8.2. La funcioén de Utilidad CES

La funcion de utilidad CES surge como una analogia directa a la teoria de la produc-
cion (Arrow et-al 1961) y tiene la forma:

(2.51) u(x;,%x,) =(a, X, P+a, X, )P conp<1
Maximizando (2.51) sujeto a la restriccién de presupuesto:
(252) X,P,+X,P,=Y

Y utilizando las condiciones de primer orden derivadas de usar el Lagrangiano
obtenemos:
(1-p)

1
(2.53) alxlp (0‘1-"71p + azxzp) * —hp,; =0
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(1-p)
@2.54) o,x,” () +o,x,) P —hp,=0

(255) Y - X,P, - X,P, =0

Igualando (2.53) y (2.54) se obtiene:

1
P
(2.56) L = (_“21’1}
X, 1297 2

De donde la elasticidad de sustitucion vendra dada por:

—6Log(x,*/x;)_ 1
oLog(p,/p.) 1-p

Entre mayor sea el valor del parametro p mayor sera el grado de sustitucién entre los
bienes. Observe que si p = 0 la CES sera una Cobb-Douglas y cuando p — o sera
una Leontief. Las funciones de demandas Marshallianas correspondientes a la CES
seréan:

a —-C
(2.58) Y —PI(OLZPIJ X, = pyx,=0

]p2
De donde,
xlm S (Ocipz) { - y
o, pp, +0, p,p,;
@S9 w_ ()Y
x, =

- ° 4 ° G
o; pp, +0, PP,

Dado quelas preferencias representadas por lafuncion de utilidad CES son homotéticas,
las funciones de demandas marshallianas son lineales en el Ingreso. Para encontrar la

p
(I1-p)

=c-1

funciénde utilidadindirecta, se sustituye (2.59) en (2.55)ydadoque PO =

obtenemos la funcién indirecta de utilidad:
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1
p

- a{ (o,p,)°Y Tm{ (0.p,)°Y }

c o c c c o c o
oy PPy, t0, PPy oy PP, +0, PPy

V|~

(0,p,)°Y }

1+pc _ po I1+ps _ po
= (0“1 p2 + 0‘2 p] )|: c c G c
o; pipy, 0, PP,

(2.60)

1

c_ o-1 ¢ o1 m
_Y/a, p, +a,p 1°

D:D;

La funcién de gasto se obtiene directamente invirtiendo la funcion indirecta de utilidad:
1
(1-c)

(2.61) C(”’ pz’pz) = Upzpz [(X]szc_] + Ochl’f—]]

2.8.3. La funcion de Utilidad Indirecta Addilog

Como se ha podido observar en los ejercicios anteriores, es posible derivar las funciones
de demanda de los bienes a través de maximizar la utilidad, sujeta a la restriccion de
gasto. Sinembargo, lasoluciénno siempre es estimable. Lateoriade ladualidad sugiere
que una alternativa es especificar una funcién indirecta de utilidad, unafuncién que es no
decreciente en el ingreso, no decreciente y cuasi convexa en precios, continua y
homogénea de grado cero en precios e ingreso. De esta forma, a partir de la funcién de
utilidad indirecta que corresponda a algun tipo de preferencias del consumidor puede
recuperarse la demanda con la identidad de Roy. Una forma funcional es la funcion
"addilog" de utilidad indirecta introducida por Houthakker (1965):

(2.62) V(p.,p,,Y) = GI(KJBI + Oﬂg(ljﬁz
P D:
Las,funciones de demandas obtenidas de una "addilog" usando la identidad de Roy
seran:
X = -oV /ap,
ov /oY
_ aiBipliﬁtﬁlYBi
OL1B1P17B1Y Pt +a,B, pziﬁzy Pt

(2.63)
s i=1,2

Sinosotros dividimos x,Y porx,Y ytomamos logaritmos, el resultado es unalogaritmica
lineal en el ingreso y en los precios relativos de X, , X,:
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Y -Bi-1y B

X o, B Y"

Log| —— |= Log—* 1P17B w—
aZBZPZ ’ Y '

(2.64) o, B,
= Log —B _(Bl +1)L0gp1 +(Bz +1)L0gp2 +(Bl o Bz)LOgY

2F2

2.8.4. Las especificaciones Translogaritmicas

La funcién de utilidad translogaritmica proviene de Christensen, Jorgenson y Lau
(1971,1975). Esta ha sido la forma funcional mas usada en analisis empiricos de
demanda. Una de las ventajas de la translogaritmica es su forma funcional flexible,
ya que puede ser aproximada de una funcién de segundo orden por Taylor a una
funcion de utilidad indirecta arbitraria. La especificacion translogaritmica basica
viene dada por:

. p, 1 p P
(2.65) LogV’ (pl,...,p,,,Y)=—Zjoc,-L0g7’—3; 2. Bylog=rLog=—
J

J
Las restricciones tedricas nos indican que por adicién ZOLi =1y por simetria
i=1
B=Bx Okyj. Cuando sea mas conveniente trabajar con las ecuaciones de gasto que
con las ecuaciones de demanda, entonces se usaran las especificaciones
translogaritmicas:

cLogV / 0Logp, [8V/8pi j[pi /Vj p. X,
(2.66) — = =

oLogV /oLogY \ oV /oY )\ Y/V Y

La especificacion translogaritmica puede denotarse también como:

1
(2.67) LogV’ =Log¥ —> o, Logp; == >, > P (Logp, ~ Log¥)(Logp; - LogY)
J

k

Las ecuaciones de gasto se pueden obtener a través de la diferenciacion logaritmica
de (2.67) y se escriben:
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1 p;, 1 D,
o+ — Log(—L)+= Log(*%*
i 2;[3]1 g(Y) 2;Bkl g(Y)

X;D; =
1 p,. 1
I+ Ez ZBkjLog(Yj) + Ezz BkjLog(%)
k j k j
(2.68)
)2
o; + ZBﬁLOg(YJ)
= J > Ni=1,.,n
1+ z ZBkjLOg(YI)
k J

Un caso especial de la translogaritmica es la translogaritmica homotética, la cual se
obtiene a través de imponer las siguientes restricciones:

(2.69) 3B, =0,k=1,..n

que se conocen como restricciones de Homogeneidad. Dadas estas n restricciones,
la funcidn de utilidad indirecta y las ecuaciones de gasto seran:

1
(2.70) LogV = LogY — Zl_ocl.Logpl. _EZ > B, Logp,Logp;
k i

(2.80) X;p; =0+ Y P;Logp;;Vi=1I,.,n
J

La ecuacion (2.80) muestra que las partes del gasto son independientes del ingreso,
lo cual confirma que las preferencias son homotéticas. Observe también que la
funcion indirecta de utilidad (2.79) puede ser invertida para obtener una funcién de
gasto translogaritmica homotética:

. I
(2.81) LogY ( Py 1) = Logu+ 3 o, Logp; + 5 > > ByLogp,Logp,
k j

La funcidén de gasto (2.81) se usa frecuentemente en estudios empiricos sobre
funciones de produccioén, ya que si se interpreta Y* como el costo total, entonces las
ecuaciones de intensidades factoriales se obtienen a través del Lema de Sheppard.

2.8.5. El sistema Casi - Ideal de Gasto AIDS

El sistema de ecuaciones de demanda puede ser derivado a partir de la funcién de
gasto. Suponiendo que éste es continuo y no-decreciente precios y utilidad, y
ademas concavo y homogéneo de grado cero, entonces:

(2.82) LOGY (Pyyees Py t) = A(Pyyeees P, )+ UD( P, seres P, )
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Usando el Lema de Sheppard, las ecuaciones de gasto seran:

_ 0OLogY’
o OLogp;
=, + ZyijLogpj + piu%b(O)
j i
(283) _, . I LogY —a(e) B;
= o, + ) v;logp;+ p,———————""b(e)
Z‘ ’ ’ b(e)  p
=, + > v,Logp; + BiLogK,Vi =1,.,n
j i
1
a(e)=o,+) o, Logp;+= D, D v,Logp Logp,
Donde ko

b(e)= B()Hpjﬁi;(l)ZOcj = 0’(2)ZBj = O,Zij = 0’(3)'ij =Y ju

Deaton y Muellbauer arguyen que p puede ser considerado como un indice de
precios y que puede ser aproximado por }xpLogp; . Dada esta aproximacion, el
sistema de ecuaciones de demanda seran lineales en el logaritmo de precios e
ingreso real.

El sistema AIDS (Almost Ideal Demand Sistem) cumple las restricciones de adicién,
homogeneidady simetria. Para satisfacer las condiciones de negatividad se requiere
que la matriz de Slutzky sea semidefinida negativa:

(2.84) c;=y; +Bi ByLog (Y/ p) - xip; &; + Xp; Xip;

Donde & es el producto de kronecker” que seraiguala lsi i=j y 0 de lo contrario.
Los resultados mas importantes del AIDS consisten en que (2.84) es lineal y puede
ser estimado por minimos cuadrados ordinarios. Las restricciones sobre a y y ase-
guran que p sea lineal, aunque en muchas estimaciones p pueda resultar colineal, si
se usa algun indice de precios se elimina dicho problema. Los " s del AIDS determi-
nan cuando los bienes son de lujo o necesarios: si ;> 0 el gasto (x,p;) se incrementa
conx, porlo cual, el bieni serade lujo, de forma similar 3, < 0 el bieni serad necesario.
Los vij miden el cambio en la i- ésima parte del gasto siguiendo un cambio propor-
cional en p; con (Y/ P) permaneciendo constante.

7. Si A es(mxn) y B es (pxq) entonces se dice que el producto de Kronecker A OB = {bIl A}

mp.nq
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2.8.6. El modelo de Rotterdam

Propuesto inicialmente por Theil(1965) y Barten(1966). Este modelo es parecido al
Stone-Geary, s6lo que en lugar de trabajar con los niveles de los logaritmos se usan
las diferencias de los mismos, esto es, diferenciando (2.51) se obtiene:

(2.85) CLogx; = e,0LogY + ZeijﬁLong.
J
Se supone en (2.85) que las elasticidades g; y ; permanecen constantes. Usando

ladescomposicion de Slutzky y obteniendo e; = e;*- e,xp; donde e;* es laelasticidad
cruzada de los precios:

(2.86) OLogx; =e,(OLogY — Zxk p.OLogp, )+ Zeﬁ*@Logp ;
J

Las restricciones se efectlian también sobre las ecuaciones de gasto, de esta forma:

(2.87) x,p,0Logx; = bOLog x+ Zcij@Logp i
j
Donde,

(2.88) dLogx = dLog X - ¥ XpLogp, = 3 XPdLogx,
ox

i

oY

(2.89) b=xpe=p

(2.90) ¢, = xper= PiPid%
Y

Y,s; esel(i,]) término de la matriz de sustitucion de Slutzky. Observe que (2.88) es
un indice que representa el cambio proporcional en el gasto total real, mientras que
(2.90) representa la demanda Hicksiana y (2.89) es la propension marginal a gastar
en el i- ésimo bien.

La propiedad de adicion requiere que las propensiones marginales a gastar en cada
bien sumen uno y que el efecto neto de un cambio de precio en el presupuesto sea
cero. Algunas pruebas sobre homogeneidad en (2.88) han sido propuestas por
Barten (1969) y Deaton (1974). Ver ademas Deaton et-al (pag. 71-73).
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3

La demanda del consumidor

La demanda representa la cantidad que un consumidor desea comprar de una serie
de bienes, yaseaexpresada como unafuncién de los preciosy elingreso o como una
funcion de la utilidad y de los precios.

Debemos partir de que el comportamiento del consumidor es racional. Silas decisio-
nes que toma el consumidor contradicen los supuestos, entonces el consumidor es
considerado irracional. De hecho, un estudio en sicéticos cronicos realizado en una
institucion mental en New York (USA) encontré que aquellas personas a quien la
sociedad considera como "irracionales" siguen la famosa ley de la demanda: "com-
pran menos cuando aumentan los precios" (Battalio et-al 1973).

Obviamente la discusion sobre "el comportamiento racional" es mas profunda de lo que
se considera aqui, ya que no necesariamente se necesita estar en una instituciéon mental
para caracterizar a un individuo como "irracional”, o que comprar menos cuando aumen-
tan los precios, ratifique el comportamiento maximizador de los individuos®.

3.1. Unicidad y continuidad

La demanda que corresponde a un vector de precios e ingreso podria no ser Unica,
como se observaenlagrafica (3.1); alli existen dos soluciones x, y X correspondien-
tes alarestriccion de presupuesto. Desde un punto de vista técnico, la condicién que
garantiza una funcién de demanda Unica consistira en:

"Si un orden de preferencias es continuo, satisface la insaciabilidad local, y es
estrictamente convexo, entonces para todo p >> 0,y > 0 la demanda x( p, y) es
Unica, define un valor singular, y es una funcién continua de (p, y)".

8. Una "buena" discusion sobre el problema de la racionalidad se presenta en la Parte Il del libro "Rational Behaviour
From An Experimental Approach”, de Arrow, K..,Colombato, E., Perlman, M y Schmidt, Ch. (1996), y en McFfadden
(1999).
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2 A Curva de indiferencia
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GRAFICA 3.1. Soluciones no-Unicas.
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X1

3.2. El excedente del consumidor y disponibilidad a pagar

Lateoria del consumidor nos muestra un individuo eligiendo una canasta de bienes,
dados unos precios e ingresos ¢ Qué sucede cuando el entorno que rodea al consu-
midor cambia? Este sera el objetivo de esta seccién.

Consideremos a un consumidor con preferencias racionales, continuas y localmente
no saciadas. Asumiremos también que las funciones de gasto y utilidad indirectas
son diferenciables, y concentraremos nuestro interés en los cambios de precios.
Suponga que la riqueza del consumidor permanece constante a un nively >0 y el
vector inicial de precios es p°. Nosotros deseamos evaluar el impacto sobre la
riqueza del consumidor, de un cambio de p° a un nuevo vector de precios p*. Dicho
cambio no debe parecernos extrafio. Por ejemplo, si el gobierno decide aumentar los
impuestos esto se traducira directamente en los precios.

El problema se traduce en evaluar cuando el consumidor estara mejor o peor.
Entonces, a partir de la funcion indirecta de utilidad el consumidor estara en peor
situacion si v(p,,y) - V(p,,Y) < 0.

La funcién de utilidad derivada de =~ es suficiente para realizar alguna comparacion.
Sin embargo existe una funcidn de utilidad indirecta que lleva a una medida del
cambio de la rigueza en unidades monetarias (pesos) que se puede denominar
utilidad indirecta métrica monetaria y que se construye a través de la funcion de
gasto. En particular, se parte de la funcion de utilidad indirecta v(.,. ), eligiendo un
vector de precios arbitrarios estrictamente positivo, y a partir de la funcién e(,v(p, y)),
se puede obtenerlariqueza necesaria para alcanzar el nivel de utilidad v(p, y) cuando
los precios son p. Observe también que la funcion de gasto es estrictamente crecien-
te, ya que depende del nivel de v(p, y). Asi, una medida del cambio de la riqueza
expresada en pesos vendra determinada por:

(3.10)
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Gréaficamente lo podemos ver como:

A

GRAFICA 3.2. Funcién de utilidad métrica

monetaria. Bp,e(p,v(p', y)) = restriccion
presupuestaria.

>
S, X1
Bp. e(p. v(p". )

Bp,e(p,v(p', y))

De estaforma, la utilidad indirecta métrica monetaria puede ser construida para algin
vector de precios. Estas elecciones llevan a dos medidas en torno al cambio de la
riqueza: la primera conocida como la variacion equivalente (VE) y la segunda como
la variacién compensatoria (VC).

Formalmente sea u’=v(p°y) y ut=v(ply).

Haciendo e(p° u®)= e(p*,ul)=vy, se obtiene:

(3.11) VE (p° pty) = e(p®,u')- e(p° u°)= e(p%u')-y
(3.12) VC (p° pty) = e(p',u)- e(p*,u9)=y - e(p*,u°)

La variacion equivalente seréd la cantidad de pesos ante la cual el consumidor es
indiferente, en lugar de aceptar un cambio en precios. Esto es, el cambio en su
riqueza que es equivalente al cambio en precios en términos del impacto de riqueza
(éste es negativo si el cambio en precios hace que el consumidor se encuentre peor).
Debera observarse que e(p°,u?) es el nivel de riqueza al cual el consumidor alcanza
exactamente el nivel de utilidad u?!, es decir, el nivel generado por el cambio en
precios desde p°. Ademas e(p°,u?) - y es el cambio neto en lariqueza de tal forma que
el consumidor alcanza la utilidad u! a precios p°.

La variacién compensatoria medira el ingreso neto que debe compensar al consumidor
por el cambio en precios una vez éste ha ocurrido, de tal forma que el consumidor
recobre su nivel original de utilidad u®. Como menciona Mascollel et-al, "ésta puede ser
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pensada como la cantidad negativa que el consumidor justamente estaria dispuesto a
aceptar del planeador que ha asignado el nuevo cambio de precios" (pag 82).

Gréaficamente, estas medidas se pueden ver como:

A

v

@ ©)

GRAFICA 3.3. Medidas del cambio de riqueza:
(a) Variacién equivalente (b) Variacién compensatoria.

Las variaciones equivalentes y compensatorias podrian diferir si el vector de precios
(que asume la compensacion) difiere. Esto significa, como observa Azqueta (1994),
que en el caso de una caida en los precios VC < VE y ante una elevacién en el precio
del bien VC > VE.

El cambio en lariqueza producido por unavariacién en el precio del bien 1 puede ser
medido a través de la curva de demanda marshallian. De esta forma, si definimos la
medida de variacion (MV) como:

1’10 - -
(3.13) MV(p®, p.y) = LI X1(PysPyseseres Pys ¥ )OD,

Y si no existen efectos de riqueza en el bien 1, entonces esta medida de variacion es
exactamente igual a las medidas equivalentes y compensatorias. Esta medida seréa
el cambio en el excedente del consumidor marshalliano. En tanto se consideren las
variaciones en la riqueza como efecto de variaciones en los precios, el excedente del
consumidor se encuentra entre la variacidon equivalente y compensatoria. El error
cometido de usar esta medida es del 2%, como observa Willing (1976). Cuando las
variaciones en la riqueza son debidas a cambios en las cantidades, Hanemman
(1991) ha demostrado que estas dos medidas difieren ampliamente, pues yano sélo
se deberé tener en cuenta el efecto renta, sino también efectos de sustitucion.

3.2.1. La disponibilidad a pagar

Suponga que un consumidor tiene la oportunidad de comprar una cantidad x de un
bien. Nosotros deseamos determinar cuanto de esta oportunidad corresponde al
"esfuerzo”, medido en unidades de gasto sobre otros items. Para determinar este
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valor, deberemos usar la gréafica (3.3), pero ahora la curva muestra la curvainversa de
la demanda del consumidor compensada. Esta curva resulta de fijar la utilidad u°® al
valor original (x=0) y calcular su forma inversa. Imagine entonces una curva que se
devuelve una unidad, comprando cada unidad al precio indicado. El consumidor
estara dispuesto a pagar mas por cada unidad y la utilidad permanecera constante
durante este proceso. De esta forma, la cantidad total que se estaria dispuesto a
pagar sera:

(3.14) DP() = | p.(&,u’)2g

Donde p.(¢,u°) es la demanda inversa compensada: el precio ajustado cuando los
otros precios estan fijos. De aqui se obtiene:

(3.15) pc(x,u®) =y (x)

Esto es, si el consumidor compra x unidades al precio p, el area bajo la curva de
demanda compensada antes del precio p es la disponibilidad a pagar neta. En
general, esta medida es diferente al excedente del consumidor, s6lo que si no existen
efectos ingreso dx(p,y)/dy = 0 las dos curvas de demandas seran iguales y la
disponibilidad neta por pagar sera igual al excedente del consumidor.

3.2.2. La compensacion exigida

La compensacion exigida CE, refleja lo que se demandaria con el fin de aceptar un
cambio que empeore su situacién, o renunciar a un cambio que mejore su situacion.
Cuando el precio cae la CE es equivalente a la VE y cuando el precio aumenta la CE
es equivalente a la VC. Por otro lado la CE no esta limitada por la renta, por lo cual
su principal efecto sera en términos de sustitucion.

3.2.3. Comparacion entre la disponibilidad
a pagar y la compensacion exigida

Aunque ambas medidas tedricamente representan los mismos resultados, los estu-
dios de Hahneman (1991), Kahnemann, Knetsh y Thaler (1990) han mostrado que
estas medidas difieren. Por un lado, Hahneman sefiala que existen diferencias cuan-
do el cambio en la renta es debido a un cambio en las cantidades, sobre todo en la
provision de bienes publicos. Por otro lado, existen asimetrias entre lo que un
individuo esta dispuesto a aceptar y entre lo que un individuo estaria dispuesto a
renunciar (Kahnemann, Knetsh y Thaler, 1990). En ultimas, si existe un punto de
referencia entre ambas medidas, las propiedades de la funcién de utilidad subyacen-
te hacia dichas medidas diferirdn en convexidad y direccion, esto significaria depen-
dencia conrespecto al punto de referencia (pérdidas y ganancias), aversion al riesgo
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(la pendiente de la funciéon del ortante positivo tiene un valor mayor con relacion al
ortante negativo, lo que significa que las pérdidas tienen un valor superior que las
ganancias) y, por ultimo, el valor marginal de las pérdidas y las ganancias disminuye
con su tamafio.[Tversky y Kahneman (1991, pag.1039)].

3.3. Integrabilidad de la funcién de utilidad

A partir de la funciéon de demanda x(p,y) se puede recobrar la funcién de utilidad
subyacente, en lo que se conoce como integrabilidad.

Suponga que nosotros tenemos un funciéon de demanda continua y diferenciable
x(p,y). Si esta funcién se encuentra bien definiday se cumple el supuesto de insacia-
bilidad local (y laley de Walras) asegurando laigualdad, entonces como previamente
se ha demostrado, deberan cumplirse las siguientes condiciones:

1. Nonegatividad :x(p,y)=00pey

2. Homogeneidad : x(tp,ty)=x(p,y) Ot=>0

3. Insaciabilidad Cpx(py)=Yy

4. Simetria : La matrix de Slutzky es simétrica.
5. Semidefinida : S es semidefinida negativa

Usando el Lema de Shepard como la relacion entre la demanda compensada y la
funcién de gasto, encontramos:

@16) X2 _ ¢ pepu)) ¥ i=lum

p;
Donde (3.16) es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, y u se introduce
como un parametro. Especificando también las condiciones de contorno de laforma
e(p*,u)= c donde p* y c estan dados, entonces se podra recuperar la funcién de
utilidad de e.

La solucién que resulta es Unica y depende continuamente de c. Una vez que la
funcion de gasto sea encontrada, la funcién de utilidad indirecta se puede hallar
teniendo en cuenta que:

(3.17) e(py) =y

Donde e es estrictamente creciente, y puede ser invertida para encontrar v(p,y).
Considere las siguientes funciones de demanda que provienen de una funcion de
utilidad Cobb-Douglas:

o,

AT
(318) X (PY) = gp Vi=1,2,..,m
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m
Siendo . = zai. De acuerdo con (3.16) se tiene:
i=1

de(p,u) _ a;e(P’”)-v5=1 2, M
op; op; ’ o

(3.19)

La i- ésima ecuacion puede ser integrada con respecto a p; obteniendo:

o
(3.20) In e(p,u) = Eln pit+¢;

Donde c; no depende de p; (pero podria depender de p; para algun j#i). Agregando:
m o

(3.21) In e(p,u) =Z;’1npi +c
i=1

Ahora c es independiente de todos los p;,”s. La constante c representa la libertad en
las condiciones de contorno. Para cada u se debera hacer p*=(1,1,...,1), y usar la
condicidn de contorno e(p*,u)=u, por lo cual:

m

oL,
(3.22) In e(p.u) = Z;’lnpi +Inu

i=1

Entonces (3.22) es facilmente invertible:

m o
(3.23) In v(p,y) = —Zjlnpi +iny
i=1

La cual es unatransformacién mondétona de la funcién indirecta de utilidad, para una
funcion de utilidad Cobb-Douglas.

3.4. Preferencias reveladas

Los axiomas basicos sobre las preferencias son criticados por ser demasiado fuertes, ya
sea en su preordenamiento o en su ordenamiento completo. Sin embargo, a menudo
observamos coémo los individuos realizan elecciones, aunque las restricciones sobre el
conjunto de preferencias no sean observables. Una forma de hacer compatibles los
supuestos sobre las preferencias y las decisiones que observamos en el mercado,
consiste en lo que cominmente se denomina como preferencias reveladas.
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La "eficacia" de la teoria de la preferencia revelada radica en que el estado de las
preferencias se construye a partir de las decisiones observables, esto es, de las
elecciones actuales realizadas por un consumidor determinado.

Dado un vector de precios p = 0, un nivel de ingreso y = 0 y una canasta de bienes
xOX, se puede definir una restriccion presupuestaria de la forma px <y. Asumiendo
que la existencia de la restriccion presupuestaria esta relacionada con la eleccion de
una casta posible x para el consumidor, donde x depende de p ey de laforma x( p,
y) cuando se realiza la eleccion®.

3.4.1. Preferencia revelada directamente

Suponga la existencia de un vector de precios p y un nivel de ingreso (y), de tal forma
que xOx(p,y) ypx <y paraalgun x”OX. Entonces u(x) =2u(x”). Se dice que x se revela
preferido directamente a x”, y se escribe esta relacion como xR x".

La relacion R, es una clase parcial de relacion de preferencias sobre x y puede ser
usada para construir como se realizan las elecciones. Sin embargo, R, tiene muy
pocas propiedades: no se puede cumplir xR x si x es la canasta elegida, lo que
significa que no siempre se cumple la reflexividad; ademas, xR,x no se cumple si x
no es elegida. Rp no es completa y tampoco es transitiva, ya que si se tiene xR X" y
X"Rx"" de aqui no se deriva que xR x""

3.4.2. Preferencia revelada

Una cesta x se dice que es revelada preferida a x™, R°,;, si no se revela preferido x"a
X, esto es, si existe un numero finito de cestas x;,X,,..,X, €n X tales que xR°,X;, X;R°.X,,
X,R%Xs, ..., XnR%X", se dice que x Rex".

La relacion anterior se ha construido teniendo en cuenta la existencia de R°, relacio-
nesy se denomina la clausura transitiva, esto es, nosotros tenemos que x R°,x" si x
es elegido sobre x;, x; sobre x,, X,,.., y finalmente x,, sobre x” para algin punto
intermedio. Larelacién de comparacion no necesariamente debera ser directa, pero
la relacion de hecho es transitiva: Si ademas de tener que x R°,x” tenemos que
X"ReX"" entonces X" R°,X";, X" 1R X ,,..., X" ,R%X"" para algun x”;, ademas si tene-
mMos que XR° Xy, X;R X5, X, R%Xa, ..., X REX ™, X R X" 4,..., X7 R X" entonces X" R X"~
cumple la transitividad.

Adicionalmente debera observarse que si x R°%,x” entonces p"x"<p”x, lo cual se
puede observar graficamente como:

9. Esto implica que x(p,y) debera ser homogénea de grado cero con respectoap ey.
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X2

A Sialos precios p~ tanto x como X~ son alcanzables, entonces
por insaciabilidad local u(x) > u(x”). De esto se deduce que
XR°,x" ya que p"x"< p“x.

GRAFICA 3.4. Preferencias reveladas.

>
L

X1

3.4.2.1. El axioma débil de la preferencia revelada

SixR°,x” y x no es igual a x™, entonces no es cierto que x”R° x. Esto implica que si
px(p~,y ) <y, y six(p”,y") £ x(p,y) entonces necesariamente p”“x(p,y)>y” . De esta
forma, dados los precios e ingreso, la canasta x(p,y) es elegida incluso cuando
x(p~,y") es también alcanzable. De aqui se deduce que la canasta x(p,y) no es
alcanzable ala combinacién de precios y riqueza (p”,y”) en la cual el consumidor ha
elegido x(p”,y"), por lo cual debera cumplirse que p x(p,y) > y~.

Para algun cambio compensado en precios de la situacion inicial (p,y), a una nueva
situacion de riqueza (p”,y" )= (p~,p x(p,y)), se debera cumplir:

(3.24) (P"-P)[X(P".y") X(p.y)I< 0

Con estricta desigualdad siempre que x(p,y) Zx(p~,y”). Como demuestra Mas-collel
etal (1995) laviolacién del débil axioma implica la violaciéon del cambio compensado
en precios. A continuacién, veamos graficamente cuando se satisface el débil axio-
ma y cuando lo viola.

X2 A X2 A X2 4
.y

X(oy) X(p"y )$ ,yl
(a) X1 (b) X1
X2 A X2 A

GRAFICA 3.5. (a), (b) y (c)
satisfacen el débil axioma
y (d), (e) no lo satisfacen.
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3.4.2.2. El axioma fuerte de la preferencia revelada

SixRe,x” yxnoesigualax”, entonces no es cierto que xR x. Estoimplica que dada
una lista de precios e ingreso (p,y),(Pp",y"),...,(p™y™) con x(p™*+t,y™*+1) £ x(p™,y™) Om
< M-1. Entonces pM x(p,y)=y" cuando p" x(p™*1y™*?!) < yM Om < M-1. En otras
palabras, si x(p,y) es directamente (o indirectamente) revelado preferido a x(p™,y™),
entonces x(p™,y™) no puede ser directa (o indirectamente) revelado preferido ax(p,y),
esto es x(p,y) no puede ser alcanzado a (p™,y™). De lo anterior se deriva que si una
funcion de demanda Walrasiana x(p,y) satisface el axioma fuerte de la preferencia

revelada, entonces existe una relacion de preferencia racional ( =z ) que racionaliza
x(p,y), esto es, para todo (p,y), X(p,y)=>x" para cada x” # x(p,y) donde x” pertenece

a la restriccion presupuestaria en (p,y), Yy que ( = ) racionalice x(p,y), significa que la
conducta observada alcanza su valor maximo en el conjunto presupuestario de las
cestas elegidas.

3.4.3. Condicion suficiente para maximizar la utilidad

Silas elecciones (p,x) fueron generadas por un consumidor que maximiza su utilidad
y sus preferencias cumplen el supuesto de insaciabilidad, entonces estas elecciones
satisfacen las preferencias reveladas directamente. Formalmente se requiere el cum-
plimiento del teorema de Afriat. Supongamos que (p',x!), Ot=1,...,T., seaun nimero
finito de observaciones de vectores de precios y cestas de consumo, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1- Existe una funcidn de utilidad que cumple la insaciabilidad local y que raciona-
liza las elecciones.

2- Las elecciones (p,x) satisfacen R¢,.

3- Existe una serie de niUmeros positivos (ut,AY),00t=1,...,T que satisfacen las des-
igualdades de Afriat; esto implica que ul< ut +A' (X" -xY) cualesquiera que sean

(Hy ()

4- Existe una funcién de utilidad mondtona, céncava, continua y no saciada que
racionaliza las elecciones.

La existencia de una funcién de utilidad que racionalice las elecciones (p,x) implica
que existe una funcion de utilidad monétona, concava, continua y no saciada que
racionalizalas elecciones (p,x), y silafuncion de utilidad no estuviera definida conlas
propiedades anteriores, nunca se observaria que se tomara alguna decision en
dichas cestas; esto significa que las elecciones extraidas del mercado no permiten
rechazar la hipotesis de convexidad y monotonicidad en las preferencias.
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3.5. Agregacion

Un punto de singular importancia consiste en la agregacién sobre los individuos, ya
que el comportamiento agregado de los consumidores, en muchas situaciones, es
mas importante que el comportamiento de un consumidor en particular. Y desde un
punto de vista econométrico, deberan existir restricciones en la agregacion cuando
se estimen las funciones de demanda.

Entorno ala demanda agregada se debera discutir en primer lugar si ésta puede ser
expresada como una funcién de los precios y de la riqueza agregada. En segundo
lugar, si las restricciones individuales sobre las preferencias se sostienen en el
agregado; y en tercer lugar, cobmo se medirian dichos cambios agregados.

Una agregacion perfecta en un periodo, depende de que todos los precios sean los
mismos para todos los individuos. Asi, las variaciones provienen por parte de la
riqueza que cada individuo posee. Por otro lado, en modelos de elecciones
intertemporales no sélo existen diferencias en el ingreso, también existen diferencias
en la edad y en las expectativas acerca de los precios futuros.

3.5.1. Agregacion lineal

Supongamos la existencia de | consumidores con preferencias racionales z y

funciones Walrasianas de demanda x;(p,W,). Dados unos precios y unos niveles de
riqueza (W,,...,W)) para | consumidores y m bienes, la demanda agregada viene
determinada por:

1
(3.26) X(P,WyeW, ) =D x,(p,W;)

i=1

Se puede observar que la demanda agregada depende no solamente de los precios
sino también de los niveles de ingreso de los consumidores. La funcién (3.26) se
mantiene, en tanto la agregacién sea igual en todas las posibles distribuciones de la
rigueza de los consumidores. Suponga que existen (W,,....W)y (W",,....W") vy

ZWz :ZWi’, entonces:
1 1

@27) 2x(pW,) =2 x(pW';)

La condicion (3.27) implica invarianza en la demanda agregada ante cambios en la
redistribucion de la riqueza, graficamente esto se puede observar como:
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A
X2 GRAFICA 3.6. Invarianza en la funcién

\ de utilidad.

=~ Trayectoria de expansion de lariqueza
para el consumidor j

Trayectoria de expansion de la riqueza
para el consumidor i

Restriccion presupuestaria para
el consumidor i

Restriccion presupuestaria para el
consumidor j

X

La condicion (3.27) muestra que para todos los consumidores las trayectorias de
expansion de la riqueza son paralelas, como se observa en la grafica (3.6).

Una condicién necesaria y suficiente para que el conjunto de consumidores tenga
trayectorias de expansion de riqueza paralelas consistird en que las preferencias
admitan funciones de utilidad indirectas tipo GORMAN:

(3.28) Vi(p,W) = a(p) + b(p)W;

En (3.28) b(p) deberé ser igual para todos los agentes y a; podria diferir entre todos
los consumidores [Luenberger (1995), Mas-Collel et-al (1995)]. Deaton (1980) con-
sidera que a; puede interpretarse como el gasto de subsistencia que deberia serigual
paratodos los agentes que pertenecen a una comunidad. A través de laidentidad de
Roy, se puede demostrar que las demandas vienen definidas como:

(3.29) Xi(p,W) = A(p) + B(p)W,

Y la demanda agregada, sobre todos los consumidores, viene definida por:

Lo cual muestra que la demanda agregada depende de los niveles de ingreso
solamente con relacion a la riqueza total. Por otro lado, la demanda de un bien
debera ser cero, siempre que W, sea cero. En el caso basico a,; deberia ser cero, sin
embargo todo depende del bien en cuestion. En cumplimiento de la homoteticidad,
las curvas de Engel deberan provenir de una elasticidad de gasto unitaria y las
funciones de utilidad idénticas y homogéneas de grado 1. La condicion anterior no
debe ser tomada a la ligera, pues implica que cualquier transformacion mondétona
creciente deberd mantener la funcion de utilidad. Finalmente, se debera exigir que la
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demanda agregada satisfaga el débil y fuerte axioma de la preferencia revelada[Mas-
Collel, et-al (1995)] y que sea dos veces continuamente diferenciable.

De esta forma, suponiendo que todos los consumidores tienen preferencias

>, funciones de demanda individuales x (p,W)y que lariquezaindividual se distribu-

ye uniformemente en el intervalo [0, jy’], entonces existe un continuo de consumido-
res, cuya funcién de demanda agregada (el promedio) vendra determinada por:

w
(331) Xx(p) = |X(PW )W
0

Suponiendo que existe una distribucion uniforme de la riqueza a través de los
consumidores, en el caso de dos bienes, una relacién positiva mostraria que aque-
llos consumidores con un consumo mayor que el promedio de un bien, gastan una
fraccion mayor que el promedio de la dltima unidad de riqueza sobre el bien:

A Xo a4
X2

> >
» >

(a) Xi (b)

GRAFICA 3.7. Trayectoria de expansion
de la riqueza:

a) Relacion positiva.

b) Relacion negativa.

Las ecuaciones (3.28) a(3.31) implican que se puede agregar las preferecias de una
serie de individuos cuando ellos tienen preferencias consistentes con su comporta-
miento. Sin embargo, para agregar perfectamente, se deberd imponer como condi-
cién que elintercepto, que estareflejando las caracteristicas del hogar como la edad,
el sexo, laraza, la educacion del padre, el nUmero de hijos, etc., [ver ademas Pollak
(1970)], no esté relacionado entre los individuos con variables como el gasto total y
las cantidades demandadas.

3.5.2. Agregacion no lineal

Una agregacion lineal exacta requiere que la demanda promedio del mercado esté
enfuncion de gasto total promedio [Deaton y Muelbauer (1980:154), Deaton (1989:53)].

JHON JAMES MORA
70 |
1CES | | N



Lamanipulacion de esta condicidon dacomo restriccion curvas de Engellineales y éstas
tienenla misma pendiente para cadaindividuo. Supongamos que lariqueza agregada,

W, para el i-ésimo bien sea:

I
Pizx ' N
332) Wi=—t—=> W
D x > X
]
De tal forma que el patron de demanda es un patrén promedio de los patrones del

hogar, y estos promedios son proporcionales al gasto de cada hogar. Si W ;estaen
funcién de los precios y de los gastos totales de cada hogar, una aproximacion a la

agregacion consiste en restringir W ; de tal forma que dependa sobre los precios y
que el nivel de los gastos x, esté en funcion de la distribucién de los mismos. Si esto
se mantiene, la demanda agregada de mercado puede ser derivada del comporta-
miento de un individuo representativo, con un gasto total x, a unos precios p.

Formalmente un consumidor representativo existe si nosotros podemos definir una
funcion de utilidad u(x, p) asociada a una funcién de gasto g(u, p), de tal forma que
para algin u,= u(x,, p) se cumpla que:

h

= W,(u p)zalogg(uo,p)zz x"* 0logg"(u",p)
S OLogp, > X" dlogp,

3.33) Wi

Siendo g" (u", p) lafuncién de gasto del hogar hy u"=u(x",p). Entonceslaecuacion (3.33)
esta definida como una agregacion no lineal modificada a través de m" = u,. El conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales (3.33) pueden integrarse para encontrar la funcion
de gasto, esto es, para el hogar h la funcién de gasto toma la forma:

(3.34) g"(u", p) = 6"[u", a(p),b(P)]+Q"(p)

Cona(p), b(p) y Q"(p) funciones homogéneas lineales de los precios y 8"una funcion
homogénea lineal en a(p) y b(p). Por otro lado, 6", a(p) y b(p) seran funciones
crecientes en sus argumentos y 8" concava en a(p), b(p) y p. Agregando en todos los
consumidores Q"(p) debera ser cero, por lo cual la funcién de gasto podria expresar-
se como:

(3-35) g(Uo,p)= 6[Uo, a(p),b(p)]
Por otro lado, (3.35) podria reescribirse de la siguiente forma:

0 logb 0 loga +8 log6 0O log b

336) Wi=W,(u,p)=
(3.36) (o P) = 51 ra aLogp, | OLogh oLogp,
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clog6 OlogH
Dado que Bes homogéneade gradouno ena(p) y b(p), entonces m =1- W.

De esta forma, (3.36) se puede escribir:

cloga oy ologh

1-A
(3:37) =( )8Logpl dLogp,
610g6
Con A= oLogh Mxysp)

Silos precios son constantes, W ; puede estimarse directamente. Larestriccion lineal
impuesta a (3.35), se conoce también como Linealidad Generalizada, y para un
consumidor representativo x, podria ser algun punto en la funcién de distribucion del
gasto; dicha posicion esta determinada por el grado de no-linealidad en la curva de
Engel y el vector de precios p.

Un caso especial ocurre cuando el nivel de gasto para un consumidor representativo
es independiente de los precios y depende solamente de la distribucion de los
gastos, este caso se conoce como Linealidad Generalizada Independiente de los
Precios y ocurre cuando las funciones de gasto toman la forma:

(3.38) g"(u", p) =k"[a(p)a (1 -u")+b(p)a u]

La ecuacion (3.38) representa la funcién de gasto, con la utilidad promedio de orden
a entre los dos indices. Cuando a tiende a 0 y tomando logaritmos, nosotros tendre-
mos:

(3.39) Log g(u", p) = (1 - u")Log a(p)+ u" Log b(p)

Esta funcion logaritmica es también conocida como PIGLOG. Como se puede obser-
var, el parametro a es importante en determinar la no-linealidad de las curvas de
Engel, asicuando a esiguala 1, lafuncién de costoy las curvas de Engel son lineales.
Si a = -1 entonces las curvas de Engel son cuadraticas.
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4,
Separabilidad

Cuando usted va a comprar alimentos, es natural que destine una parte de suingreso
para la compra de éstos. Al igual como destina parte de su ingreso en comprar
alimentos, destinara dinero para alquiler, servicios publicos, ropa, entretenimiento,
etc. Observe que esto implica que en cada item se agrupe una serie de bienes (por
ejemplo alquiler de apartamento, garaje, etc.; ropa: camisas, zapatos, etc., y asi
sucesivamente). Agrupar los bienes requiere que las preferencias reflejen este agru-
pamiento. Hace algunos afilos Sono(1962), Goldman y Usawa (1964) y Pudney
(1981), entre otros, observaron que es posible separar las decisiones de los indivi-
duos de asignar sus ingresos a una serie de bienes, manteniendo la estructura de
preferencias, de las decisiones intertemporales de gastar.

De esta forma, el objetivo de este capitulo consistira en mostrar como manteniendo
la estructura de las preferencias es posible separar las decisiones de gastar en cada

grupo.

4.1. Estructura de las preferencias

Supongamos que los bienes son particionados en dos subgrupos, con un vector
X = (y,z), estoes, X =Y xZ. Para un z fijo se define un orden condicional >, sobre
Y tal que larelaciony >, y~ se mantiene siy sélosi(y,z) * (y~,z). De esta forma,
> ,, es unarestriccion sobre el orden original definiendo un z fijo. Debera observar
que paraalgun z larelacion >, es de hecho un orden de preferencia sobre Y. Para
una particiéon x = (y,z) si el orden de preferencias condicionado sobre Y es indepen-
diente de z, nosotros diremos que y es independiente de z.

4.1.1. Independencia

Suponga un orden de preferencia representado por una funcién de utilidad u(y,z).
Entonces, si y es independiente de z la funcion de utilidad sera:
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(4.1) u(y,z) = U(v(y).2)

Donde U(v,z) es estrictamente creciente en v. Si u es continua y fuertemente mono-
tona, entonces v y u son continuas.

4.1.2. Débil y fuerte independencia

Suponga la existencia de n bienes particionados en g grupos. Una particion se define
. .. L4
como {n,,n,,....,n,} con n; n n; vacio para todo i#jy UHni = N. Para una canasta

de bienes arbitraria x [ SR" particionada como X = (X,X,,...,X) dado algini=1,2,...,g.
Sea x, el vector de bienes en el complemento de n, de tal forma que
X5 = (X1, X1 X3, 000 sXig Xig1s -, Xg), ENTONCES:

A) Un orden de preferencias es débilmente independiente, con respecto a una
particion {n,,n,,....,n}, siparacadai=1,2,..,g el vector x; es independiente de su
complemento.

B) Un orden de preferencias es fuertemente independiente con respecto una parti-
cion {n,,n,,....,n }, si este es débilmente independiente con respecto a la parti-
cion {n;,n,,....,n.} y, con respecto a las particiones que consisten de todas las
uniones de ny,....,n,y alos subconjuntos propios de n.

Dado que v es continuay creciente, vtu es aditiva y representara el mismo orden de
preferencias®’. En general, no se requieren mas supuestos excepto cuando X,,...X,
son consumos en el tiempo 1,...,t. Ental caso se debe usar el principio de Stroz, esto
es, la consistencia dindmica de las preferencias.

4.1.3. Separabilidad débil y fuerte

SeaN= {nj}’_{ ,una particién del conjunto del conjunto { 1,....,g}, y asuma el conjun-
f

to de consumo X = S X........ xS,. Tal particién es apenas natural si el consumo es
considerado en varios lugares. La separabilidad implica que las preferencias sobre
las canastas en cada elemento de la particion, en lafechay en el lugar sera indepen-
diente del nivel de consumo [Barten, Ay Bohn, V (1982)].

4.1.3.1. Separabilidad débil

Una funcién de utilidad u:HjeJSj —> N es débilmente separable, si existe

una funcién continua ul-:Sj—>§R, i 0OJy v:iR SR tal que
u(x)=v (ul (xl )’""ul (xl ) -

10. Ver Barten, Ay Bohn, V. (1982).
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4.1.3.2. Separabilidad fuerte

Una funcién de utilidad # : HjeJSi — R es fuertemente separable si existe una

funcién continuau; :.§; >R, jO0Jy v:R — Rtal queu(x):v(Zuj(xj)).
jeJ

4.2. Separabilidad de las preferencias

Para definir grupos de bienes o estructuras de bienes, deberemos partir de la defini-
cion de separabilidad en torno a las preferencias. Si esto es plausible, los bienes
pueden ser particionados en grupos donde las cantidades en un grupo son indepen-
dientes de las cantidades en otros grupos. Si los alimentos pertenecen a un grupo,
el consumidor puede ordenar diferentes canastas de alimentos en un orden bien
definido, el cual es independiente del consumo en gasolina, entretenimiento, arren-
damientos, y cualquier bien por fuera del grupo. Esto significa que nosotros tendria-
mos funciones de subutilidades para cada grupoy que los valores de cada subgrupo
de utilidades se combinan de tal forma que se puede obtener una utilidad total.

Para una definicion mas formal, considere J={1,...,k} yparaalginjdJyx X, sea
X5 = (X0, X2, X3, ..., X1, X1, .., Xg) €] VECtOr de componentes diferentes de x;. Para algin

x_ fijo, el orden de preferencias i, induce un orden de preferencias sobre S;, el cual

estéa definido por x; s X" siysolosi (E_i,xj) >(x,,x )paraalginxyx’;enS, La

j o~

primera nocidn de separabilidad nos indica que los 6rdenes de preferencias para un

elemento particular j de la particion son idénticos para todos los x .

Débil separabilidad de las preferencias: Un orden de preferencias 7 sobre l_J[ S].
Jje

es llamado débilmente separable, siparacadajJ, x i;,ix’jimplicaxj X_X";para

todo x, O HSI. Supongamos el siguiente esquema:
Jje

1 1 [ ]

GRAFICA 4.1. Separabilidad de la funcién de utilidad.
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GRAFICA 4.2. Presupuesto en dos etapas.

A partir de la gréfica (4.2), se puede plantear la siguiente funcién de utilidad:

(4.2) U=v(q;, 9z s, 94y Gs, ds) = F [ VA (03, 95), VP (03, da), VE (Ts, dg) ]

Donde, F(.) es una funcién creciente y VA, vB, VE son funciones de subutilidades
asociadas con alimentos, proteccién y entretenimiento.

Este diagrama de utilidad nos muestra un presupuesto en dos estados; esto ocurre
cuando el consumidor puede asignar el gasto total en las dos etapas. La primera
etapa podria caracterizarse como un mayor estado del gasto total en un grupo
extenso de bienes como alimentos, proteccion, entretenimiento, y un segundo
estado, mas bajo, de bienes individuales como cereales, carne, casa, ropa, internet
y deportes. La separabilidad de las preferencias y el presupuesto en dos etapas esta
intimamente relacionadas, pero esto no significa que la una implique la otra; lo que
si es cierto es que la separabilidad en (4.2) es necesaria y suficiente para el segundo
estado de presupuesto.

Si algan grupo de bienes aparece solamente en una subfuncion de utilidad separa-
ble, entonces las cantidades compradas en el grupo pueden descomponerse como
una funcién del gasto del grupo y precios con el grupo solamente. Esto se puede ver
de la gréfica (4.2). La maximizacion de la utilidad en (4.2) debera implicar que VA, vP
y VE se maximizan cada una, sujeta a la restriccion de cuanto se gasta en alimentos,
proteccién y entretenimiento; si esto no fuese asi, v,, Vo ¥ Vg Seran crecientes,
violando la restriccion presupuestaria.

Los gastos sobre g, y q, son el resultado de maximizarv,(q,, g,) sujeto a p,g;+p,q,=X,
el gasto total sobre el ingreso, asi el gasto total en alimentos puede escribirse como:

(4.3) 4 =gk (Xe P1, P2) ;1 =1,2

Donde g; es lademanda marshalliana para un subgrupo. ¢ Qué tipo de relacion existe
entre la débil separabilidad y el segundo estado? En primer lugar, la separabilidad
sobre las preferencias impone restricciones sobre el comportamiento y limita los
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posibles efectos sustitucion entre los bienes en grupos diferentes. En segundo lugar,
aparte de los efectos ingreso, un cambio en el precio de los cereales podria afectar
las cantidades de gasolina o deporte. Para mantener la consistencia, diremos que
los siguientes lemas deben cumplirse:

Lema 1: Las preferencias son débilmente separablesintertemporalmente. Este supuesto
depende del periodo de tiempo; es decir, el supuesto implica que la demanda de cada
bien, en cada periodo, es una funcion del gasto total y precios en cada periodo.

Lema 2: Siel ocio es débilmente separable de los bienes, la asignacion del gasto total
es independiente de las decisiones sobre las horas, lo cual es claramente imposible
para bienes que sean complementarios totalmente como el ocio y bienes recreacionales
como la televisidn o entre bienes sustitutos como viajar al trabajo y el ocio; sin
embargo, podria ser aceptable para el tamafio de los gastos de los consumidores.
En un segundo estado del presupuesto, se debera usar la débil separabilidad y, la
asignacion de todo el gasto, sin considerar las horas trabajadas, sera valida siempre
y cuando todos los bienes sean separables del ocio.

Lema 3: El gasto sobre el bien se relaciona con el gasto y precios del grupo sola-
mente.

Lema 4: Aplicacion de racionamiento: Si algin bien o grupo de bienes es racionado
y si otro grupo de bienes es separable del bien racionado o del grupo racionado,
entonces el efecto del racionamiento sobre los bienes en el grupo separable se hace
a través del gasto total en el grupo. Si uno de los bienes es racionado y los otros
bienes son separables de éste, el gasto necesario para comprar la racion se deduce
simplemente del gasto total, y lo que queda se asigna entre los otros bienes indepen-
dientemente de la racion. Como ejemplo, tomaremos el ocio: Si un consumidor no
tiene eleccion sobre el nUmero de horas trabajadas y si los bienes son separables
débilmente del ocio, lo que se gasta como resultado del ingreso es explicable sin
necesidad de usar el nimero de horas actualmente trabajadas; lo inverso es también
importante: Si los bienes no son débilmente separables del ocio y si el consumidor
es restringido en las horas trabajadas, las horas trabajadas apareceran como un
argumento exégeno en la asignacion del gasto.

4.3. Separabilidad y sustitucion intergrupal

La separabilidad débil implica restriccion sobre el grado de sustituibilidad entre los
bienes, en grupos diferentes. Suponga que las preferencias separables son repre-
sentadas por una funcion de utilidad de la forma:

(4.4) U=F[v.(ay), vo(dy), -, Va(do)]

Con los subvectores ql,...,qs y una funcion F(.) creciente en sus argumentos. La
anterior funcion de utilidad implica un subgrupo de demanda o demandas condicio-
nales de la forma:
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(4.5) ¢, = gGi(xG’pG); 010G

Con x; = zk Paidq: =acantidad total gastada sobre el grupo G. Ahora suponga,

que existeuni O GyunjOHdonde G #H son subgrupos. Sidiferenciamos (4.5) con
respecto a j, manteniendo constante la utilidad, el efecto sera a través de xg:

46) Sy = 24, 3 _ 04 Oxy =S
. ! axG ap J luconstante ! axH ap i |Uconstante ’
Por simetria,
g Oxy
oq; O oq. o op. .
oxg op; ox, op;  O4;  Oq;
ox,  Oxg
Oxy
Y como gp i esindependiente de j, nosotros podemos representar esta cantidad por
;.
Oxg
oq. O
Acu- Haciendo X =% %4, y por (4.6) conocemos que S =iﬁ, de
op; M ox, Ox¢ ap;
donde se deduce:
oq. oq .
S =—tiy -/
(48) 2y ax, oy,
" 0x; Ox,
GH A AL
[ g Oy = Aoy tendremos que S; = 04,04 ; ___adx ox
Y, haciendo ox  ox OX.0X
0x0x
entonces : S.. =0q.0q . __TGTH
i = i Hen OXOXAX .0
oq, o4,
S =
(4-10) 3y ox ox @ M
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La ecuacion (4.10) muestra la condicion necesaria y suficiente para separabilidad
débil. Esta ecuacion resume las implicaciones empiricas de la separabilidad. La
sustituibilidad entre bienes en grupos diferentes esta limitada como es natural. La
cantidad g, resume la interrelacién entre los grupos y es independiente de iy de j.

4.4. Separabilidad y aditividad

La hipétesis de separabilidad [Sono (1962), Leontief (1947)] implica que la utilidad
puede ser aditiva o separable. Una funcion de utilidad es aditiva si cumple:

@10) U = Flu,(g)+ u,(a:)+ o+, (g,)]

Donde las utilidades individuales u, estan en funcion de las cantidades consumidas y F(.)
esunafuncionaditivade n utilidades. Adicionalmente, unafuncion sera aditiva grupalmente
si cada funcién de utilidad esta definida por (4.2). Una funcion es separable si toma la
forma (4.4). Pearce(1964) ha mostrado como la ecuacién de Slutzky, correspondiente a
una funcién de utilidad grupalmente aditiva, tiene la forma:

oq. oq. oq. 0q;

(4.12) Kl:i:i—"_qji:d)i—l P
op, oY oY oY

Para algan i O 1, j O J, I#J, donde K; son los términos de sustitucion del ingreso

compensado, g son las cantidades, p los precios, Y el ingreso y 6 un escalar.

Expresando (4.12) en elasticidades:

€ ¢ e,
(4.13) ;’j”ﬂ =5 EiE; =OEE, 271,-+E"

Haciendo 6 = @/y y reescribiendo (4.13) como una restricciéon no lineal:

(4.14) e; =w,OE.E, —w,E,

Donde e; es la elasticidad de la demanda para el bien (i) con respecto al precio del
bien. E; es la elasticidad ingreso de la demanda para el bien (i) y w; = p,g/Y es la
proporcion del gasto total usada en el bien (j). Donde 1/¢ es denominado por Frish
(1959) como la "flexibilidad de la utilidad marginal del dinero" y por Barten (1964)
como "la elasticidad de la utilidad marginal del dinero". La ecuacién de Slutzky para
una funcion de utilidad separable, puede escribirse como:

W;

ei. e.i
(4.15) ;Jj‘"Ei =0,EE,=—+E,=0,EE,
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Para Pearce (1964) los coeficientes de separabilidad entre grupos 6,; pueden ser
interpretados como lamedida del nivel general de sustitucion entre diferentes grupos
que representan diferentes deseos. Con relacién a los trabajos empiricos, se ha
llegado aladistincion entre: aditividad, aditividad grupal, y separabilidad. Y, con el fin
de presentar un conjunto de restricciones, deberéa adicionarse la homogeneidad, la
agregacion de Engel y la simetria de Slutzky:

(4.16) Homogeneidad €7 = _Z;eij ~E,
)
1 n-1 w.
(4.17) Agregacion de Engel E, = ——z—’Ej
wn j=1 wn

w.
— J
(4.18) Simetria Slutzky €5 = " €ji +w,E; —w,E,

i

(4.19) Separabilidad (o Separabilidad de Pearce) e; =w,0,,E.E, —w,E,

Claramente la restriccién de separabilidad depende sobre la hipotesis de aditividad
y delaagrupacién elegida. Debera observarse que las condiciones locales para que
se cumpla la condicion de Slutzky implican pequefios cambios bajo el supuesto de
que los gustos no cambian.

4.5. Pruebas de separabilidad*

La mayoria de las pruebas de separabilidad son desarrolladas por Byron (1969),
Jorgenson-Lau (1975) y Pudney (1981), quienes han usado esta técnica para
encontrar patrones de separabilidad entre bienes con cierto grado de separabilidad
en un periodo determinado.

Barten ha comprobado la hipétesis de la restriccion de separabilidad entre bienes 'y
ocio usando series de tiempo para datos en U.S.A 'y ha rechazado la separabilidad.
Losresultados en Ultimas podran sugerir una considerable especificacién errébnea de
los estudios tradicionales.

Es también posible usar un test de separabilidad de corte transversal entre bienes 'y
ocio como lo hace Muellbauer (1981). Sea la siguiente funcién de gasto:

1. Para una mejor comprension de esta seccion debera leerse primero el Capitulo 6.
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420 Coyw, p)=d(p)+ bW+ ppY *wn ]

Donde w es el salario, d(p), b(p) y a(p) estan en funcion de p y son homogéneas de
grado 1, 0, 1 respectivamente. A través del Lema de Sheppard, Muellbauer muestra:

(4.21) g=o; + Bw +yn

(4.22) w,= 0, + BW + YN

Para uningreso transferido en n unidades, una cantidad de horas trabajadas h, y una
serie de parametros a, 3, y constantes en una serie de corte transversal. Observe que
(4.20) satisface (4.4) para el ocio a través de los bienes solamente cuando b(p) es

B,

constante, esto implica que en (4.21) y (4.22) 7»_ sea independiente para todo

i=1,..,n.

El sistema (4.20) se estima por minimos cuadrados ordinarios y se usa la prueba de
Wald para los (n-1) restricciones, i=1,....,(n-1); esto significa probar la restriccién:

(4.23) By,-yB,=0

Deaton (1981) sugiere que existe poco conflicto con la separabilidad. Blundell y
Walker (1982) usando una variacion de (4.20) rechazan la hipotesis de que el ocio de
las esposas sea separable de los bienes. Deberemos observar que probar la
separabilidad entre diferentes periodos de tiempo es muy dificil, ya que es imposible
obtener estimadores no restringidos de los efectos sustitucion entre los bienes
individuales a través de los diferentes periodos.
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d.

La funcion de produccion de hogares

Entre 1965 y 1966 los articulos de Gary Becker y Kevin Lancaster, introducen el
concepto de Funcién de Produccién de Hogares (household production function).
De esta forma, los consumidores en lugar de obtener la utilidad directamente de los
bienes comprados en el mercado, derivan ésta de los atributos que poseen los
bienes; por ejemplo, aunque el consumidor compre alimentos sin cocinar en el
mercado, la utilidad se deriva de consumir una comida que hasido producida através
de combinar alimentos crudos con trabajo, tiempo, electricidad y otros insumos.

Muchos bienes parecen ser producidos de la forma anterior. Al igual que los alimen-
tos, la ropa y gran parte de los bienes parecen exhibir una gama de variedades y
cualidades. Los consumidores parecen seleccionar una o pocas de estas cualidades
y privarse completamente del consumo de otras. Becker (1965) propone que "ver
una opera" depende de una serie de insumos como el tiempo, los actores, etc. Y por
ejemplo, "dormir" depende del insumo cama, del hogar y tiempo. De igual forma, "el
jugo de naranja" se produce con un vector de caracteristicas tales como calorias,
vitamina C y tiempo.

El dlgebra de maximizacion, a la cual estamos acostumbrados, indica que debemos
clasificar aun bien como X, y otro bien como X, aplicando este analisis de igual forma
a naranjas, kiwi, peras, manzanas o autos.

Esta forma de clasificar los bienes hace que nosotros consideremos la carne de res
y la carne de cerdo como sustitutos o un disquete y un programa de computadora
como complementarios. Pero esta idea tiene su fundamento en la tecnologia de usar
dichos bienes particularmente, esto es, la via através de la cual se combina una serie
de insumos y tiempo en orden a producir alguna utilidad.

Lancaster (1966) postula que el vector de bienes X, comprado en el mercado al
vector de precios P se transforma por alguna funcién Z=g(X), en la cual los atributos
Z producen alguna utilidad. En forma general, el problema se puede plantear como:
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(5.1) Maximizar z u=uf(z2)
Sujeto a Z =g(X)
PX=Y

Siendo Y el Ingreso total del consumidor. Combinando la funcién de transformacion
y la funcién de utilidad, se puede plantear el problema de la siguiente forma:

(5.2) Maximizar u = u(g(X)) =v (X) ; Sujetoa PX-Y=0

A este nivel de generalidad, el modelo de Lancaster es equivalente al modelo de
utilidad estandar asumiendo que v (X) exhibe las mismas propiedades de una
funcién de utilidad. Sin embargo, las curvas de demandas compensadas X = X* (R,
v ) definidas como la solucién de:

(5.3) Minimizar PX=Y ; Sujetoa v (X)=v,

muestran que las derivadas parciales no tienen realmente efectos puros de sustitu-
cion en el sentido tradicional, ya que cambios en la produccién, cambios en Z a
través de g(X), podran tomar lugar como cambios en precios solamente aunque la
matriz d(X*) d/P sea semidefinida negativa, lo cual al nivel de generalidad propuesta
lo hace indistinguible del modelo de utilidad estandar.

En orden a conservar una estructura observable, Lancaster impone algunas restric-
ciones sobre la funcién de transformacion g(X). Para Lancaster g(X) debera ser lineal
Z = b.X siendo b una matriz de coeficientes tecnoldgicos constantes.

Por otro lado, b debera ser constante entre los consumidores, esto significa que la
tecnologia por medio de la cual se convierten X's bienes en los atributos Z's es la
misma para todos los consumidores. Sila matriz b difiere de cada consumidor existe
poca probabilidad de que el modelo sea operacional. Normalmente una de las X's es
tiempo y puede estar en funcién del salario.

Adicionalmente, la funcién de produccion debera ser separable, de esta forma si el
conjunto de produccion es convexo, es facil mostrar que la cuasiconcavidad en u(2)
implicala cuasiconcavidad de v (X). De otraforma, existira unafuncién de produccién
conjunta y la tecnologia subyacente en t(Z,X) no podra expresarse en términos de
dos funciones de produccién separadas y existiran rendimientos crecientes a escala.
Si existen rendimientos crecientes, el conjunto de produccidn no es convexo, y esta
no-convexidad mostrara unos bienes cuya funcién de utilidad no es cuasicéncava.
Supongau(Z,,Z,)=Z,*? Z,*?y latecnologia en el hogar esta dada por las funciones
de produccién Z, = X;*y Z, = X,* la funcién de utilidad serd entonces v (X,,X,)= X,?
X,2la cual claramente no es cuasicOncava. Esto es apenas evidente: si hacemos que
unade las X's sealafuerza de trabajo y existen indivisibilidades en el uso de la misma
el resultado sera el antes mencionado!!. Por ejemplo, si X es el tiempo de un
individuoy con este tiempo se puede comery ver simultdneamente television, existiran

11. Aplicando el teorema de B.K Ross y M Star con indivisibilidades suficientes y disminucién de los costes de
coordinacion el resultado seran rendimientos crecientes.
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rendimientos crecientes en el uso de X. Por lo tanto, no se puede asumir produccion
conjunta enty lafuncién de costos conjunta debera tener como restriccion t(Z,X) =
0. En general, la restriccion podria no ser lineal en los Z's y los costos marginales de
los bienes podrian ser solamente funciones del bien elegido.

Para alcanzar el maximo de utilidad de Z, Z*, el consumidor necesariamente debera
comprar en el mercado los bienes X's que producen Z* al menor costo. De esta
forma, el consumidor debera también solucionar el siguiente problema lineal:

(5.4) Min{PX ] t(ZX)=0}; Sujetoa bX = zZ*

En el caso de n bienes que satisfacen Z, el problema se plantea como:

(5.5) Max m (g(x))

Sujeto a bX; > z*
>
bX, > z*
(X1,....X,) = 0
(PL,.....P") = 0

Una condicién suficiente, consiste en que el conjunto de los Z's alcanzables sea un
poliedro convexo n-dimensional con esquinasy caras en Z; donde u(Z;) 0 Z, como
se puede observar a continuacion.

Z
21 R A 1
1
1
u(Z)
R 1 1
0 ! Z ‘2/3 \Z‘
2
GRAFICA 6.2. Dos atributos en Zi. GRAFICA 6.3. Tres atributos en Zi.

Silos cambios en los costes de la tecnologia, son menores que el costo de producir:
algun atributo Z;, el cambio en algin bien podria seguirse realizando al menor costo
de produccién y al mismo tiempo maximizar los atributos Z; de la utilidad.

Por ejemplo, si para producir un articulo usted usa una computadora y dado que los
productores de computadores van mejorando la calidad de los procesadores pasan-
do desde el 286 hasta el 486 y del Pentium | hasta el Pentium IV, aun cuando un
individuo cambie de computadora para producir el articulo, la utilidad derivada de
éste no ha cambiado. La idea de una computadora que usa Pentium como un huevo
bien es lo que el analisis tradicional nos indica. Sin embargo, esta idea puede
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replantearse ya que la invencion de una nueva "computadora” no debe generar una
reorganizacion en el conjunto de preferencias sino una nueva solucion al problema
de la minimizacién de los costes que involucra el atributo "computadora".

Como podra observarse, identificar y medir los atributos puede ser mas dificil que
medir los bienes de mercado. Incluso si existiesen pocas variables, medir y predecir
los cambios en los coeficientes tecnoldgicos es algo complejo. En general, elmodelo
funciona bien en aquellos bienes que tienen atributos aditivos y no conflictivos
(Silberberg 1985); en el caso de las computadoras, el principio sera aplicable para
aguel que pase de 286 a 486 comprando las tarjetas necesarias e incluso cambiando
a Pentium, pero no modificara el articulo por producido nila utilidad derivada de éste.

A diferencia de Lancaster, Gary Becker incorpora decisiones respecto al uso del
tiempo en el modelo estandar de la utilidad al considerar el costo del tiempo en
términos de un uso gastado en producir ingreso. De esta forma, Becker provee las
bases para explicar los cambios en el consumo como cambios en el ingreso laboral
en términos del efecto sustitucion, el cual tiene un signo conocido; asi, en lugar de
tener que asumir supuestos ad-hoc sobre el efecto ingreso, ya conocemos su signo.

Si elincremento en el ingreso es resultado de un incremento en el salario, entonces
este cambio se verarepresentado en el valor marginal del ocio. Debera, por lo tanto,
esperarse que el consumidor sustituya bienes intensivos en tiempo, aquellos bienes
cuyo consumo involucra usar mas tiempo, por bienes que tengan un menor costo de
tiempo. De esta forma, los cambios en el consumo ya no son ad-hoc, dado que un
cambio en los gustos o0 un cambio en el signo del efecto ingreso, son el resultado de
la ley de la demanda.

Becker asume que la utilidad es una funcién de un vector de atributos Z;, u = u ()
pero adopta una estructura para la produccion de atributos; para cada Z; tendriamos:

(56) Ti == ti Zi , Xi == bi Zi

Donde t; es un parametro que indica, por unidad de tiempo, el consumo de tiempo
para cada Z; consumido. De esta forma, el gasto total de tiempo consumido en
alguna cantidad Z;es T,. Por otro lado, b; es un parametro que indica la cantidad del
bien de mercado X, requerido por unidad de Z, Asi, aquellos atributos que tengan
mayores valores de t; seran intensivos en tiempo.

Los consumidores maximizaran la utilidad de los atributos consumidos sujetos a las
restricciones de presupuesto y a las restricciones de tiempo.

Supongamos que T representa el tiempo total disponible para todas las actividades
(por ejemplo 24 Horas), denotando T,, como la cantidad de tiempo gastado trabajan-
do a alguna tasa de salario constante y asumiendo que los individuos tienen un
ingreso individual no salarial (herencias, arriendos, etc.) en la cantidad n, entonces
el problema para el consumidor vendra dado como:
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(5.7) Max u = u(Z,...,Z)
Sujetoa  Ypx, = WwT,+n
2T = TT,

Dado que el tiempo y el mercado de bienes se encuentran relacionados por las
ecuaciones de produccién (5.6), las dos restricciones pueden ser combinadas reem-
plazando T, en la restriccion delingreso por T - > T; de la segunda restriccion, lo cual
da como resultado restriccion:

(5.8) Spx=w(T->XT)+n

Al despejar,

(5.9 Spx+wXT,=w T+n

Y, al reemplazar (5. 6) en (5.9) obtenemos:
(5.10) Spb Z+w3 tZ=wT+n

Asi, finalmente el problema para el consumidor se puede plantear de la siguiente
forma:

(5.11) Max M= p(Z1,....,Zn)
Sujetoa >(pib+wt)Z=wT+n

Ademas, puede interpretarse o, = p; b, + w t, como el precio total de consumir Z. El
precio implicito de Z, es independiente de la eleccion final de Z;y solamente depende
de la tecnologia de la funcién de produccion de hogares; especificamente debemos
asumir que Z; = g(X;) tiene rendimientos constantes a escala (Pollack y Watcher)
como ya se habia mencionado.

Cuando una unidad de algun atributo se consume, el gasto monetario sera p,b; mas
el gasto en tiempo de t; horas; este tiempo puede ser usado en la produccion de
ingreso en la cantidad w t; que sera el costo de oportunidad de consumir Z,.

En este modelo, el tiempo para "holgazanear" y dormir son atributos y parte del
conjunto de los Z's . Dado que no involucran algun gasto monetario, el valor de b,
para dichos bienes sera de cero. Todo el tiempo debera ser valorado a alguna tasa
constante de salario w, asumiendo entonces que el individuo tiene disponible mucho
trabajo que el o ella desea a la tasa de salario presente.

Y, como el tiempo total usado en consumir todos los atributos es T.=T- T, = > T,
la solucion de las condiciones de primer orden producira el conjunto de demandas
Marshallianas:

(5.12) zZ=zZY(ay,...., o, W,Y) = ZY(p,b,t,w, n)
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Donde p,b y t son vectores de precios, coeficientes tecnoldgicos e intensidades de
tiempo respectivamente.

5.1. Estatica comparativa

Bajo el analisis de estatica comparativa, nos interesan las respuestas de los consu-
midores ante un cambio en el salario y los coeficientes tecnolégicos. Como cualquier
modelo de maximizacién de la utilidad, todos los parametros del modelo de Becker
entran en la restriccion, y las implicaciones usuales pueden ser derivadas de la
maximizacion solamente. Considerando los efectos de sustitucion puros las deman-
das Hicksianas se obtienen de la siguiente forma:

(5.13) Min Y(p;b;+wt)Z -w T
Sujetoa u (Z,,...., Z,) =U°

Silas condiciones de primery segundo orden se mantienen, las demandas Hicksianas
seran:

(5.14) zZh=2Z"(a,,...., 0, w, u®) =Z"(p,b,t,w, u%

La estructura del modelo en q;y Z; es formalmente idéntica al modelo estandar de
minimizacién del gasto, esto es: 0Z"/0 a; < 0. Y dados los cambios paramétricos en
p., byt éste se incrementara en una cantidad proporcional a;, de esto se sigue que
0Z"/0p, <0, 0Z"/0b, <0yodZ"/adt;, <O0.Apartir de las restricciones tecnoldgicas
y definiendo las demandas Hicksianas para los bienes de mercado y el tiempo
gastado en cada bien como X" y T, podemos observar

ox _boz' _
op; op;
oX.*  boZ"
o, a,
(5.15) o _t0Z; 0
op; op;
or" 0z 0
ob, ob,

1

Sin embargo, los efectos de un cambio en b, sobre X,y de t; sobre T, son ambiguos:

ox"* owz'y .. ,0Z"Z"
1 — 1 1 :Z _"_b 1 1
(516) b 7

1

=Z"(1+g,)
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Donde ¢, es la elasticidad del consumo en Z;, con respecto a los cambios en el
coeficiente b, uniendo X; con Z. La elasticidad es negativa, sin embargo, el signo de
la magnitud entera depende de la proporcion relativa en la unidad que tenga cada Z,.
De igual forma, para T;tendremos:

u

oT. u
(5.17) a—t =T, (1+¢,)

1

Donde ¢, eslaelasticidad consumo de Z;conrespecto alos cambios en el coeficiente
t. Esto se puede interpretar de la siguiente forma: suponga que t; se incrementa,
entonces un aumento en t; significa que el consumo de alguna cantidad Z; requiere
ahora de un mayor tiempo, lo cual aumenta el precio total de Z;y ademas reduce las
cantidades consumidas. Solamente cuando lareduccion en Z;es proporcionalmente
mayor que el incremento en t;, se reducira la cantidad total de tiempo gastada sobre
el atributo; sin embargo, como X; = b, Z;, una disminucién en Z; debera llevar a
consumir menos del bien X; del cual se deriva.

El analisis sobre los cambios en salarios es todavia mas problematico. El parametro
w entra en el precio total de cada uno de los Z; para el cual el tiempo es consumido.
Un cambio en w deberd cambiar muchos precios simultdneamente (recreacion,
ocio, etc.) complicando el analisis de lademanda. Dado que w aparece entodas las
ecuaciones de primer orden (primeras derivadas) esimposible establecer ecuaciones
de demanda compensadas. Por esta razon, Becker arguye que si el salario se
incrementa, el consumo podria cambiar de bienes que son mas intensivos en tiempo
a aquellos menos intensivos en tiempo. Esto parece plausible, pero debe hacerse
supuestos adicionales sobre los valores de varios de los pardmetros en el modelo
para obtener un resultado riguroso.

El efecto sustitucién surge de la consideracion sobre el nUmero total de horas
trabajadas; sin embargo, no existe un signo determinado. Si usamos la relacién
>T, = T- T, entonces el modelo de minimizacion del gasto entodas las n+1 variables,
las Z,,...., Z,, T,, ¥ las dos restricciones, se expresa como:

(5.18) Min Spib Z -wT,
Sujetoa u(Z,,....,Z,) =u®
ST, +T, =T

El parametro w no aparece en las restricciones, éste entra en la funcion objetivo en
una forma simple -wT,, como un precio de T,, esto es, do(-wT,") /0w < 0 lo cual indica
que lafuncion de gasto es concavaenwy T, muestrala demanda compensada de
las horas trabajadas.

Dado que el ocio en este tipo de modelos significa el tiempo total gastado en
consumir los Z;'s, entonces 9(T,,")/ow = o(T - T,,*)/ow < 0.
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En un modelo simple de ocio y trabajo, un incremento compensado en los salarios
representa un incremento en el coste de oportunidad del ocio y lleva a una caida en
el ocio consumido y a un incremento en el nimero de horas trabajadas.

Las teorias econdmicas de la familia, de las tasas de nacimiento, del nimero de hijos
Optimos, de la participacion en el mercado de trabajo, de la diferenciacién entre grupos
de hombres y mujeres e incluso el reciente auge en los modelos medioambientales del
coste de viaje, se derivan de aqui. Mayores salarios en el mercado para las mujeres, por
ejemplo, aumentan el coste de oportunidad de los nifios y de otras tareas que deberan
realizar las mujeres en el hogar. De esta forma, el incremento en el consumo de "bienes
convenientes" por familias con dos trabajadores puede ser atribuido a salarios de
mercado mas altos y mayores salarios compraran items con "mayores cualidades”
donde la cualidad del atributo reduce la cantidad de tiempo dedicado a las tareas en el
hogar (reparaciones, atencion de los nifios, etc.).

Lateoriade lafuncion produccién de hogares nos da para pensar mas rigurosamen-
te sobre la importancia de las elecciones y provee un marco para reemplazar las
explicaciones basadas en los gustos, por aquella basada en el cambio en las opor-
tunidades.

5.2. Analisis de la riqueza en el mercado de bienes

La Funcion de Produccion de Hogares se usa también "para analizar el dafio realiza-
do por la contaminacion del aire, o los beneficios derivados de actividades recreati-
vas, o proyectos de evaluacion social" (Pollack 1978, pag. 28). Esta aproximacion
depende de la distincién entre bienes comprados y bienes consumidos, y en parti-
cular, del uso de la medicion de los beneficios derivados de los bienes publicos.

Los trabajos de Willig (1976) y Hausman (1981) emplean el teorema de la dualidad
para demostrar que dada la unidn entre el gasto y las funciones de utilidad, la
demanda compensada no observada (debido alos atributos Z;) puede ser encontra-
da a partir de la funcion de demanda Marshalliana que si es observada.

Bockstael y MacConell (1983) por su parte tienen serios reparos en los trabajos
anteriores. Como ellos mencionan, es imposible derivar la curva de demanda
Marshalliana de la compensada dada la ausencia de precios exdgenos, esto es, la
utilidad y la funcion de gasto existen, pero la ausencia de precios para los atributos
impide directamente usar la identidad de Roy para recuperar la Marshalliana de la
funcion de utilidad indirecta. Debera observarse también que es imposible moverse
de una funcion de demanda compensada a una Unica funcion de gasto debido a las
no linealidades en la funcion de gasto cuando existen diferentes tecnologias en la
produccién de los Z/'s. Las medidas de riqueza pueden ser derivadas en un espacio
de bienes pero de una forma diferente. Por simplicidad, se usara Z, pensando que
algun Z; podra ser elegido. Supongamos la siguiente particién de bienes Z=(Z,, Z
)donde Z =(Z,,...,Z,) . Al derivar la funcion de gasto condicionada sobre el atributo
Z, encontramos:
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(5.19) E@Z,,p,u) = MinlC(Z,,Z, p)|u’ = u(Z,,2)]

Por el teorema de la envolvente:

%

OE(Z,, po”) _ (xul(Zl,Z ')~ C(Z,Z ,p)

(5.20) 2z
1

%

Donde 2 = 2 (Zl,p,uo) es ajustado Optimamente cuando Z,, py u® cambian.

El primer término a la derecha en (5.20), es el valor marginal compensado para Z, y el
segundo término es el costo marginal de producir Z,. De esta forma (5.20) refleja el
cambio en el gasto necesario para mantener el nivel de utilidad u° cuando Z, se
incrementa. Esta expresién podra ser negativa para Z, < Z,"(la cantidad 6ptima de Z,).

Através de E(Z,, p, u°), se puede calcular la variacion compensada asociada con el
consumo de Z,". Esta medida refleja el cambio en el ingreso, el cual podra alcanzar
el consumidor a su nivel de utilidad y se hallaintegrando entre 0y Z,” como se puede
observar:

E(Z,,p,u )
(5.21) I[ITI

= E(Zy,p,u®-E@O,p,u”)

Esta expresion es la parte negativa del area entre el valor marginal compensado y el
costo marginal para Z,. En Ultimas, dicha area puede ser expresada como:

* * *

Zl _ _ —
(522) [, (Z,,Z ,u,Z U*)-C\(Z,,Z , 1oz
0

5.3. Bienes Publicos

Supongamos que a sea un bien medioambiental, tal como la calidad del aire, un lago
0 un paisaje. Entonces a entra en la funcién de utilidad directamente y es comple-
mentario con algun bien denotado como Z,, por ejemplo recreacion. De esta forma,
la utilidad es una funcién de a y Z. Observe también cémo a entra en la funcion de
transformacion t(z,x, a) y la funcién de gasto dependera de a. Cuando u° es el nivel
de riqueza inicial, la variacion compensada de un cambio en el vector de parametro
de a® a a' esta dado por:

(5.23) VC=C(p, u® a’) - C(p, u®, a°
JHON JAMES MORA
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Donde C eslafuncién de gasto. Si a es un bien publico la variacion compensada es
negativa para un incremento en a y positiva cuando ésta cae. La medida dada por
(5.23) no es directamente observable como sefialan Bockstael y MacConnell para
evaluar los efectos de riqueza cuando existe un cambio en a dada la informacion
sobre la produccién y el consumo asociado a la del bien Z;.

La diferencia entre el valor marginal y el costo marginal evaluado de a®a a' es
equivalente a:

7 (@ 0 7”@ . o
'Oz pu” D BE(Z
e e R

! 1

107,

Esta expresion, puede escribirse como:

(5.25) E(Z,*(a"),p, u°, a’) - E(O,p, W, a') - E(Z,*(a°),p, u°, a ) - E(O,p, u®, a%
Analogamente E(Z,*(p, u®)p, u®)= C(p, u®), de donde se deduce:

(5.26) C(p, u’ a') - C(p, u°, u% - E(Z,*,p, u° a’) + E(O,p, u°, a°
Entonces:

(5.27) E(Z,*,p, U° a") = E(O,p, u°, a°)

De estaforma, la variacion compensada asociada con un cambio en o puede ser medida
a través de los cambios en el area perteneciente a la demanda compensada y la curva
de costo marginal para Z,. Ademas (5.26) es la medida correcta de los cambios en la
riqueza dados por (5.23). Por otro lado, a debera entrar en la funcién de preferencias
del hogar directamente como una condicién suficiente para que (5.27) se mantenga, y
debera también satisfacer que sea débilmente complementaria con Z,.

Karl-Géran Maler define la débil complementariedad de la forma siguiente: " Si la
demanda para un bien privado es cero, entonces la demanda para algun servicio
medioambiental [bien publico] podria también ser cero" (pag 183). Esta débil

ou(0,Z,0.)

oo
indiferente a variacion en los niveles del bien exdgeno cuando él no consume Z,.
Alternativamente cuando a entra como un insumo en el proceso productivo la con-
dicion (5.27) se mantiene si a es solamente un insumo en la produccion de Z,.

complementariedad consiste en = () lo cualimplica que el individuo es
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b.

Variables dependientes
discretas y limitadas

Existen muchos fendmenos en la actividad econdmica que responden a elecciones
discretas como la decision de trabajar, la decision de comprar una bien, la decision
de votar por un candidato, etc.

Para Amemiya (1981), existen dos factores que explican el interés en los modelos de
respuesta cualitativa: Primero, los economistas trabajan con modelos que involucran
mas de una variable discreta, mas de dos respuestas, y por supuesto, mas de una
variable independiente. Segundo, el creciente nimero de encuestas que se realizan
y la posibilidad de trabajar los datos que éstas producen.

A continuacion, se desarrollaran algunos modelos estadisticos cuyo objetivo consis-
te en facilitar la contrastacién empirica de la teoria del consumidor. Estos modelos
son el de probabilidad lineal, el Logit, el Probit y el Tobit en sus diferentes versiones.
Luego se presentara una versién del modelo de autoseleccion de Heckman vy, final-
mente, el modelo de variables latentes.

6.1. Especificacion del modelo

Suponga que usted desea considerar la ocurrencia de un evento como "comprar un
carro"; para describir este evento, definiremos la variable aleatoria dicotémica Y, la
cual tomard el valor de 1 si el evento ocurre y 0 si no ocurre. De igual forma,
deberemos asumir que la probabilidad del evento depende sobre un vector de
variables independientes x* y un vector de parametros desconocidos 0. El subindice
i denotaeli-ésimoindividuo. De estaforma, un modelo general dicotémico univariado,
se puede expresar cCOmo:
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(6.1) pi=p(Y,=1)=G(x*,0);i=12,..n.

Los Y, son distribuidos independientemente. Por otro lado, dado que Y, es la pro-
babilidad de comprar un auto, x*; estaria representando aquellas variables que explican
Y como el ingreso, el sexo, la edad, el estatus, la educacion del individuo i, asi como los
precios del auto. Ya que (6.1) es muy general, el investigador debera escoger alguna
funcién H(x*; , 8) sobre un vector de parametros 6:

(6.2) p(Yi=1) = F[H(x*;, )]

6.2. Formas comunes de las funciones de probabilidad

Considere el siguiente modelo de consumo de automoviles: el consumidor respon-
dera Y=1 si compra el automovil y Y=0 si no lo compra. Dado que nosotros consi-
deraremos que los factores x*;, explican la decision que toma el consumidor:

(6.3) Prob(Y=1)=F(BX)
Prob (Y=0)=1-F(BX%)

El conjunto de parametros [ refleja el impacto de los cambios en x sobre la probabi-
lidad. Una primera forma de representar este evento es considerar la siguiente
regresion lineal:

(6.4) F(x, B) =BX%
Dado que E[Y] = F(x, B) , el modelo de regresion sera:

(6.4.1) Y, =E[Y]+ (Y-E[Y])
=B %+ ¢, cong =Y, -E[Y]

que se conoce como el modelo de Probabilidad Lineal. El modelo de Probabilidad
Lineal tiene como "debilidad" que B'x; no esta restringido a pertenecer entre 0y 1
como deberia ser en términos de la probabilidad. Esto significa que no se satisface
en el modelo de probabilidad lineal la condicién 0 < 3'x; < 1.

Amemiya (1981) nos indica que este defecto podra corregirse si definimos F=1 si
F(B'x;) > 1y F=0si F(B'% ) <1, lo cual produce puntos de truncamiento no reales.
Este procedimiento fue utilizado en los primeros afios de investigacion por su simpli-
cidad computacional.

Igualmente, el modelo de probabilidad lineal presenta problemas de heterocedasticidad,
ya que € debera serigual auno o cero. Entonces € debera serigual tanto a-3’x como
a 1- B'x con probabilidades 1-F y F por lo cual V [€]x] = V(Y) = B'%; (1-B'%).

Como menciona Green (1999), restringir B'x; al intervalo (0, 1) produciria probabilida-
desyvarianzas negativas. Dadas las desventajas del modelo de Probabilidad Lineal,
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suinterés haido decayendo, lo cual ha originado que modelos como el Logit o Probit
se usen mas frecuentemente. Veamos en qué consisten estos modelos.

Suponga gue para un vector de regresores se cumple:

6.5)  Lim prop (v, =1)=1

B'x—>+w

Lim prop (v=0) =0

B'x—>+w

Asumiendo una distribucién normal estandar @, obtenemos el modelo Probit:

'

B'x

(66) Prob(v=1)= |0}

-0

=

P

= o @x) = _J T

De igual forma se obtiene la distribucion logistica:

e Py

B'x
(6.7) Prob (Y=1) =~ = ABX) = L(BX)
I+e

Donde A(B'X) es la funcién de distribucidon acumulativa logistica. Las funciones de
distribucion Logit y Probit estan acotadas entre 0 y 1. La distribucién logistica tiene
varianza igual a T8/3. Considere ahora:

AB'x

©8) L x)=—"—p

Para un valor apropiado de A se puede aproximar (6.8) a una normal estandar. Esto

significaque cuando A = TE/\/E setendria unadistribucién con media ceroy varianza
unitaria. Amemiya (1981) muestra los diferentes valores para los cuales (6.6) y (6.7)
difieren a partir de (0,5). Debido a la similitud entre (6.6) y (6.7), es dificil distinguir
estadisticamente entre estas funciones, a menos que uno tenga una gran cantidad
de datos [Chambers y Cox (1967)].

De esta forma, en modelos univariados dicotdmicos no es posible distinguir cuando
usar Logit o Probit, a menos que exista una concentracién en la cola dadas las
caracteristicas del problema estudiado. Debido a las anotaciones anteriores, la
distribucion logistica tiende a dar mayores probabilidades a Y= 0 que la distribucion
normal cuando B'x es muy pequefio y probabilidades menores que la distribucion
normal a Y = 0 cuando [3'x es muy grande. De esta forma, el tamafio de la muestra
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podria influenciar los resultados aunque asintéticamente ambas distribuciones no
difieren significativamente?,

Amemiya (1981) muestra las equivalencias en los pardmetros entre ambos modelos.
N

Si 3 es el pardmetro estimado en ambos modelos:

A A
Biss)~04PBss, excepto para el término constante

(6.9) A A
Biss) #0445, +0.5 para el término constante

Biss) =025, excepto para el término constante

Brss) #0.25B,,,,+0.5 para el término constante

Cuando se desea comparar modelos con diferentes funciones de probabilidad, es
mejor comparar directamente las probabilidades que los coeficientes estimados. De
esta forma, observaremos las derivadas de las probabilidades con respecto a una
variable independiente en particular. Sea x, el k elemento del vector x; y sea 3, el k
elemento del vector de parametros 3, entonces, las derivadas para (6.4), (6.6) y (6.7)
seran:

if"xi =By

Xy,

OB x;) = o(B' x; )P,

eﬁ'xi

L(B'xi)=mﬁk

(6.10)

0
0
x,

Donde @ es la funcién de densidad normal estandar. En el limite, como muestran
Amemiya (1981) y Green (1999) la diferencia no es sustancial.

12. Green(1999) menciona que los modelos generan predicciones diferentes si una muestra contiene pocas respues-
tas afirmativas (Y=1) o pocas respuestas negativas (Y=0) y si existe una gran variacion en la variable indepen-
diente de importancia.
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6.3. Estimacion

Aexcepcion del modelo de Probabilidad Lineal, los modelos Probity Logit se estiman
por maxima verosimilitud donde cada observacion es extraida de una distribucién de
Bernoulli. EI modelo con una probabilidad de suceso f(B'x) y observaciones indepen-
dientes lleva a una probabilidad conjunta o a unafuncién de verosimilitud de laforma:

6.11) Prob(¥, = y,,Y, = ,,Y, = y,,...,Y, = y,)= H[J—F(B'x,.)]EF@'x,.)
Reacomodando términos, (6.11) puede escribirse como:

©12) L=[]IF@ x)F l1-F@x )™

Lacual eslaprobabilidad parauna muestrade n observaciones. Tomando logaritmos:
(6.13) LnL=3y, LnF('x,)+ I~y nll- F@'x,)]

Al derivar con respecto al vector de paradmetros se obtiene:

x;, =0

(6.14) OLnL _ Z[ yF(P'x,)

. _F(B'x)
P ,~ +(1-y;) —}

F(p'x;) I-F(B'x;)

La eleccion de una F( ¢ ) en particular lleva a un modelo empirico. Entre las formas
disponibles para calcular (6.13) se encuentra el método de algoritmos de Newton,
Newton-Rampson, Maxima verosimilitud. Hoy dia, calcular un Logit o un Probit es
bastante sencillo, pues estos métodos se encuentran en paquetes estadisticos como
el RATS, SAS, SPSS, GAUSS, LIMDER, E-Views, Easy Reg (de Libre Uso) y el STATA
debiendo solamente especificarse qué algoritmo se desea.

6.4. Algunos modelos aplicados

En economia, la tradicion de usar modelos Logit y Probit es extensa, aqui menciono
tan sélo algunos modelos, quedando en deuda con el resto.

6.4.1. Domencich y McFadden

Considérese a un individuo que toma la decisién entre conducir o usar un método
alternativo para ir al trabajo (autobus, metro, etc.). La utilidad que se asocia a cada
forma de transporte, estd en funcion de las caracteristicas Z (principalmente el
tiempoy el costo en que seincurre en cada eleccién) y las caracteristicas individuales
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socioecondmicas w, mas un término aleatorio de error €. Definiendo ; y [, como la
utilidad indirecta®® asociada a la i-ésima persona cuando conduce o toma otro
transporte y cuando esta funcion es lineal:

Uy =0y +B'Z,+v',w, +g,

6.15
( ) =0, +B 2, +y W +ey

De estaforma, lai-ésima persona conduce el automavil si u,, > u, y viaja en otro tipo
de transporte si u;; < uj. El individuo estaria indeciso si u; = u,, pero esto sucedera
con una probabilidad de cero si g, y €, son variables continuas aleatorias. Definiendo
y; = 1 si la i-ésima persona conduce un automoévil y cero de otra forma, se tendran
las probabilidades:

Prob (yi :1): Pmb(”u >”i0): PrOb[Sio ~8y <0y 0 T B'(Zu _Zi0)+(71 _"/o)wi]

(6.16) = Fllo, - 0,)+B'@Z, - Z,)+ G, = v, ) w,]

Donde F es la funcién de €i, - €. Si se asume una distribucion normal para g, - €, se
obtendra un Probit .

Domencich y McFadden sustentan que el término aleatorio de error esta determina-
do por el tipo de transporte, que a su vez vendra determinado por una serie de
caracteristicas socioecondmicas que no son observadas por el investigador. Conve-
nientemente debe asumirse que las utilidades de individuos diferentes son distribui-
das independientemente, es decir, que la correlacién entre €, y €, €s cero.

Porotrolado, laideade que las constantes a,y a, en (6.15) sean diferentes no es muy
consistente con la idea "abstracta de una forma de transporte" ya que esto significa
diferencias en el efecto de transportar en una forma especifica mas que diferencias
en los atributos que son los que explican uno u otro. Por esta razon, los autores
deberan asumir que a,= a, y excluir el término constante. Sin embargo, las constan-
tes se incluyeron con el fin de ajustar mejor los datos.

El modelo utilizado fue un Logit para una encuesta con 115 individuos en Pisttburg
(U.S.A)) en 1967; los resultados fueron:

(6.17) }_—3 82+ 0.158Tw—0.382( Aiv—Tss )— 2.56(Ac — F )+ 4.94 A w—2.9I1R- 2.36 Z

(0.51) (0.05) (0.25) (0.58) (1.07) (137) (117)

Desviaciones estandar entre paréntesis, y Tw es el tiempo de transito a pie (en
minutos), Aiv es el tiempo en automovil, Tss es el tiempo de transporte entre estacio-

13. En el capitulo siguiente, se discutird con mayor detalle los modelos de utilidad aleatoria.

JHON JAMES MORA
100
1CES | | N



nes, Ac es el costo de parqueadero mas costos de operar el vehiculo (en délares), F
es el precio del pasaje en autobus, A/w es el nimero de autos por trabajador en el
hogar, R es laraza (0 si es blanco, 1 si no es blanco), Z es la ocupacién (0 si no es
trabajador profesional, 1 si es trabajador profesional). El ingreso y otras variables
socioecondmicas se excluyen dado que son comunes en ambas funciones de
utilidad.

En el modelo de eleccion de transporte se puede también definir un indice que nos
muestre la propension a preferir un carro con relacién a transitar en algan otro
transporte para la i-ésima persona. Sea y*, = B'x - § donde x; es el vector de
variables que aparece a la derecha de (6.17) y &, corresponde a g,-¢,. Entonces, el
modelo de transporte vendra determinado por la distribucion especificade &,. De esta
forma si definimos y, = 1 si y solo si y*; > 0 encontraremos un indice continuo.

6.4.2. Lee, L.F.

Lee define la propension del i-ésimo trabajador de unirse a un sindicato como:

6.18) Vi =B, + Bz[u} +P'x; - &

i0

Donde w;, y w,, sera el salario cuando el trabajador pertenece a un sindicato y cuando
no respectivamente, x; es un vector de caracteristicas del i-ésimo trabajador asi como
los atributos en la industria en la cual estd empleado. El trabajador se une a un
sindicato (y, = 1) si y solo si y*; > 0. Lee asume una distribucion normal para &, y
estima los parametros por maxima verosimilitud para un Probit.

6.4.3. Pencavel

Pencavel estudiacémoinciden en las decisiones de trabajar de laesposay el esposo
la ayuda econdmica brindada por el gobierno de los Estados Unidos en Seattle y
Denver. De estaforma, estima la probabilidad de trabajar de la esposa usando 1657
familias durante 2 afios. Las variables que el autor usa son: Figual a uno sila familia
pertenece al experimento y cero lo contrario; L igual a uno si el esposo trabaja
durante el afio anterior al experimento y cero lo contrario; Y igual a uno si la obser-
vacion es extraida del segundo afio de experimento y cero si es extraida del primer
afio; Uigual a uno si el esposo estuvo desempleado durante el afio. Se estimaron dos

modelos: uno que reporta estimaciones bajo un modelo de probabilidad lineal ¥ pp y

A

otro que estima un modelo Logit y,, como se observa a continuacion:

(6.19) y ro=—0.069F +0.497 L+ 0.0055Y + 0.043U +0.036 F.L—-0.08F.Y —0.041F.U
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(6.20) ;L —0327F+2305L+0309Y+025U+0097FL 0.425FY—-0.23FU

0.15) (0.126) (0.121) (0.131) (0.169) (0.167) (0.175)

Entre paréntesis, los errores estandar. Por otro lado, los términos constantes fueron
incluidos en el modelo pero no fueron reportados. Como observa Pencavel, las
probabilidades estimadas por los dos modelos son parecidas.

6.5. Modelo de efectos fijos y aleatorios en datos de panel

Considérese el modelo estructural Probit para datos de panel:'4

(6.21) y,=B'x,+€,3¢e, ~N(0,1),i=1..n;t=1,..T

¥, = Isiy, > 0 y cero de otra forma

Si las g, son variables estandar independientes, la naturaleza de los datos de panel
es irrelevante. Como el modelo Probit en si mismo no tiene efectos fijos, esto es,
€ = a;, remover la heterogeneidad presente en los datos, sobre todo en corte
transversal, es bastante complicado, por esto idealmente nosotros debemos espe-
cificar que g, y €, sean libremente correlacionados (en el grupo y no entre grupos), lo
cual involucrara calcular la probabilidad conjunta de una distribucion normal bivariada
de dimension T, lo cual también es problematico.

En contraposicién al Probit, el Logit puede incorporar tratamientos de efectos fijos,
por lo cual:

o+

e
+e

o +B'x;

(6.22) Prob(y,=1)= 7

El cual es un modelo no lineal. Chamberlain (1980) sugiere que cuando el conjunto
de datos tiene un gran ny el T, es pequefio, la probabilidad no condicionada para nT
observaciones vendra dada por:

©23) L=[][](F)“(1-F,)"

Chamberlain sugiere maximizar la funcién condicional de verosimilitud:

(624) Lc :HprOb(Yil = yil’Yiz y12’ ylt |Zyltj

14. Son datos obtenidos a través de un seguimiento a lo largo del tiempo de secciones cruzadas; por ejemplo, un
seguimiento a las familias en diferentes periodos de tiempo (Green, pag 256).
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De estaforma, para T observaciones en (6.24) se condiciona la verosimilitud al nUmero
de unos que hay en este conjunto de T observaciones. Por ejemplo, suponga que la
muestra consiste en un gran nimero de unidades de corte transversal y que cada
observacion se da solamente en los periodos 1y 2. Laverosimilitud no condicionada
sera:

6.25) L= H P"Ob(Y;'l = yil)P"Ob(Y;‘z = yiz)

Si las observaciones son independientes, la funcién de verosimilitud es el producto
de las probabilidades, y para cada par de observaciones se tienen las siguientes
posibilidades:

* Vuo=0¢ey,=00 prob(0,0]suma=0)=1
* yva=0ey,=10 prob(l1]suma=2)=1

Como podra observarse el i-ésimo término en la funcién de verosimilitud condiciona-
da sera uno por lo que su contribucién a la funcién de verosimilitud condicionada es
nula. En el caso de que y;=0 y que y,=1, tendremos:

o prob(0,1)
e prob((0,1) | suma=1) = prob(0,1)+ prob(1,0)

En términos generales, la probabilidad condicionada para un par de observaciones
vendra dada por:

B'x;,

(6.26) 57—
eB Xi1 +eB Xiz

Al condicionar las probabilidades a la suma en las dos observaciones se remueve la
heterogeneidad existente. Por lo tanto, la funcién de verosimilitud condicional sera el
producto de los conjuntos de observaciones para los que la suma no es cero ni T.

6.6. El modelo Logit condicionado

Esta es una version reciente para incluir los atributos presentes en los bienes. Suponga
que exista un modelo de eleccién no ordenada que provenga de una utilidad aleatoria
para el i- ésimo consumo en j elecciones. De esta forma, la utilidad de la eleccion j es:

— {2r
@827 U; =P'Z; +¢;
Sielconsumidor realiza una eleccionjen particular, y asumiendo que U; es el maximo

entre j utilidades, el modelo estadistico que depende de la eleccion j sera:
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(8.27.1) Prob (U; > Uy) O k#]

Seay,unavariable aleatoria indicando la eleccién realizada, McFadden muestra que
si y solo si las j perturbaciones son independientes e idénticamente distribuidas
siguiendo una distribucién Weibull:

(6.28) F(c,y)— expé )

(6.28.1) Prob(y, = j)= z ~ 77

El cual se denomina Logit Condicionado. Usualmente la eleccién depende de los
atributos de Z;. Por lo tanto, x;, varia entre los individuos ademas de las w; caracte-
risticas |nd|V|duaIes De esta manera, el modelo puede plantearse de la forma:

BZ +ou'w;

6.28.2) prob(y, = j) z N Pz

Schmidty Strauss (1975), estiman un modelo de ocupacién basado en una muestra
de 1000 observaciones cuya variable dependiente es la Ocupacion, que esigual a 1
si es empleado doméstico, 2 si es obrero no especializado, 3 si es artesano (traba-
jador manual), 4 si es oficinistay 5 si es trabajador profesional. En el conjunto de
variables independientes se incluyeron la constante, la educacion, la experiencia, la
raza y el sexo. El modelo, incluyendo los estratos sociales, sera:

(6.28.2) prob(y,=1)=—F——

Debe observarse que las probabilidades estimadas dependen de los estratos 1, 2, 3,
4y 5. De esta forma, el modelo condicional Logit computa las probabilidades relati-
vas a cada estrato, el estrato podra contener pocos casos 0 muchos casos. Por lo
tanto, la probabilidad de que la i-ésima observacion pertenezca a un estrato social s;,
viene dada por:

(6.28.3) P@ 1} e
3B
I

meS;
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6.7. Modelos multinomiales

Un modelo multinomial de respuesta cualitativa se define de la siguiente forma.
Asuma que la variable dependiente y,toma m,+ 1 valores {0, 1, 2, . . ., mi}, entonces
el modelo multinomial vendra dado:

(6.29) P(y;=j)=F;(x*,0);i=1,2,...,nyj=12,...m.

Donde x* y 6 son vectores de variables independientes y parametros respectiva-
mente. De esta forma, m,depende de un i en particular cuando los individuos tienen
diferentes conjuntos de eleccidn. Para definir el estimador de 6 en el modelo (6.29)
usualmente se definen Y"=1 (m, + 1) variables binarias, de la forma:
(6.29.1) y;= 1siy,=]j

=0siy;#j;i=1,2,...,nyj=12,...m,.

La funcién de verosimilitud viene definida como:

6202 Ln L = > > y,LnF,
=1 j=0

N

Donde el estimador insesgado O de 8 se define como una solucion a la ecuacién

oLnL —o
00

6.7.1. Modelos ordenados

Los modelos multinomiales de respuestas cualitativas se pueden clasificar en mode-
los ordenados y no ordenados. Un modelo ordenado se define como:
(6.30) P(Y =] X, 6)=p(S)

Para alguna medida de probabilidad p, sobre x y 6, y una secuencia finita de
intervalos sucesivos { S; } que depende sobre x y 6 tal que Uj Sj =R.

En los modelos ordenados, los valores que y toma, corresponden a una particion
sobre la linea real. A diferencia de un modelo no ordenado, donde la particién
corresponderia a particiones no sucesivas sobre la linea real o a particiones de
dimensiones mayores sobre el espacio euclideano. En la mayoria de las aplicacio-
nes, el modelo ordenado toma la forma:

(6.31)P(Y=j|x,a,B)=F(0u-xB)-F@;-xB);j=0,1,..ma;=-0; 0 < Uy ;0lpey =0

Para alguna distribucion F, se puede definir un modelo Probit ordenado o un modelo
Logit ordenado.
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6.7.2. Modelo Logit multinomial

El modelo Logit multinomial se define como:
m; -1

(6.32) P(Y, =J) = [Zexp(x',-,ﬁ)} exp(x';B):i=12..nyj=01,.,m.
k=0

McFadden (1974)® considera el siguiente modelo multinomial derivado del proble-
ma del consumidor. Considere a un individuo (i) cuyas utilidades estan asociadas
con tres alternativas, de la forma siguiente:

(6.33) U;=p;+ g,conj=0,1,2

Donde U; no es una funcion estocastica sino deterministica. En Mora (2001) se
presenta un resumen de u; estocasticay no estocastica. Por otro lado, y g;, es el usual
término aleatorio de error. De esta forma, el individuo elige aquella alternativa en la
que obtiene la mayor utilidad. EI multinomial Logit se puede derivar del problema de
maximizar la utilidad siy solo silos g; son independientes y la funcion de distribucion
de g; viene dada por exp[-exp(g;)]. De esta manera, la probabilidad de que el i

individuo elija una alternativa j, sera:

(6.34) P(y=2)=P (U,>Uy, U, >Uy)
=PE+ -l = €4,8F -y > g

2 tH2—Hy E2tH2—Hy

_ s Jfteme, [ fee0es, o,

o

= |exp(—e,)exp[—exp(—c, )] x exp[ —exp(—c, —y1, + 1, )] xexp[—exp(—e, —, +11, )]G,

-0

exp(W;, ) +exp(u,;,)+exp(L,,)

Y tomard una forma parecida a (6.32) si hacemos W, - Mo = X B Y Hi - Ho
=X"i,B.

6.8. Variables dependientes limitadas

Existe un gran nimero de datos cuya observacion nos muestra que estan limitados
o acotados de alguna forma. Este fendmeno lleva a dos tipos de efectos: el trunca-
miento y la censura.

15. En el capitulo siguiente se profundizara en el modelo de McFadden.
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El efecto de truncamiento ocurre cuando la muestra de datos es extraida aleatoriamente
de una poblacién de interés, por ejemplo, cuando se estudia el ingreso y la pobreza se
establece un valor sobre el cual el ingreso se encuentra por encima o por debajo del
mismo. De esta forma, algunos individuos podran no ser tenidos en cuenta.

Por otro lado, censurar es un procedimiento en el cual los rangos de una variable son
limitados a priori por el investigador; este procedimiento produce una distorsion
estadistica similar al proceso de truncamiento.

6.8.1. Truncamiento

Una distribucion truncada es la parte de una distribucion no-truncada antes o des-
pués de un valor especifico; imaginese por ejemplo que nosotros deseamos conocer
la distribucion de los ingresos anteriores a 100.000 o el nUmero de viajes a una zona
mayores de 2, ésta serda tan solo una parte de la distribucion total.

6.8.1.2. Densidad de una variable aleatoria truncada

Si una variable continua aleatoria x, tiene una funcién de densidad de probabilida-
des, pdf(x), y a es una constante, entonces:

fx)

(6.35) f(x | x> a)= W

Si x tiene una distribuciéon normal con media p y desviacion estandar

(6.36) prob(x>a)=1- cb(a —pj
(e)

=1-D(x)

a—|L . . . .
Donde & = TJ’ q)(x) es funcion de densidad acumulativa, entonces la distri-

bucién normal truncada sera:

f(x)

6.37) flx|x>a)= T o6)

_(27:0 )/ - %"2

ICDOC

V)q((x “/)

1- CD(OL)
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Donde @ sera la pdf normal estandar. La distribucion normal estandar truncada con
pM=0y o=1paraaiguala-0.5 0y 0.5, sera:

A
1.2
1.0 r-\
0.8 /"‘\
/\ GRAFICA 6.1. Distribuciones normales
truncadas.
0.6
N4
0.2 & »
-3 2 -4 05 0 05 1 2 3

6.8.1.3. Momentos de una Distribucién Truncada

Los momentos de mayor interés son la media y la varianza. Estos momentos son
convenientes para hallar la razén inversa de Mills. Si x—N[u,0?] con U constante,
entonces la media vendra dada por E[x|truncamiento] = u+ oA(a), y lavarianza por
var[x|truncamiento]= 0?%(1-&(a)) donde a=(a-p)/c. Por otro lado, nosotros obser-
vamos que:

d(et)

(6.38) 7M(OC)= l—d)(oc) Si el truncamiento ocurre en x > a
7‘((1): %((3)) Si el truncamiento ocurre en x < a

o9(01) _ )

como ()= Ao (o) — o )donde 0 <3(o < IVa, Y Toc) -

Donde A(a) se conoce también como la razén inversa de Mills.

6.8.1.3.4. Estimacién por maxima verosimilitud

Tomando el logaritmo de (6.37), y al realizar la suma de los logaritmos de estas
densidades, nosotros obtenemos:

(6.39) LnL:%@n(Zn)Jancz} 1 z(y,._Bvxi)z_iLn{l_@(a—B'x,ﬂ
i i=1 (0}

202
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Las condiciones necesarias para maximizar (6.39) seran:

op ~ c’ G
n _ R 2
(6.40) aanL _ 12 N (yl § 4xl _ocl.le. 9
0c | 20 2c 2c
dondeo,, =L i A = 0(o,)
c 1 —CD(ocl.)

6.8.2. Censuramiento

Un procedimiento normal con datos microeconémicos, consiste en censurar la
variable dependiente. Cuando la variable dependiente es censurada, los valores en
un determinado rango son todos transformados a un valor singular. De esta forma,
si definimos una variable aleatoria y transformada de la variable original como:

(6.41) y=0Siy*<0 y=y* Si y* >0

GRAFICA 6.2. Distribucién sensurada.

v

Y* Y

La distribucién correspondiente a y* — N[u,0?] seré:

prob (y=0) = prob(y* <0)

of2
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Si y* >0y tiene la densidad de y*, entonces la distribucion tiene partes discretas y
continuas, donde la probabilidad total sera de 1 como se requiere. Para lograr esto,
se asigna la probabilidad total en la regién censurada al punto de censuramiento.

6.8.2.1. Momentos

La media de una variable censurada vendra dada por:

(6.42) E(y)=®a+(I-0)pu+oL)

Y lavarianza:

6.43) Var ()=c’(1-0)|[(1-5)+ (0 -21)* @]

Donde q)|:ﬂ} = CI)(()(): prob(y* <a)=0; A= % ; §=27 -\t
G —

6.8.3. Modelos Tobit

Los modelos Tobit se refiere a modelos censurados o truncados donde el rango de la
variable dependiente se restringe de alguna forma. El problema puede verse como:

(6.44) y=y* Siy*>y, 0 y=0Siy* <y,

Asumiendo que y* = 3, + B,x + |, con [ el término de perturbacion aleatoria, y que y,
varia entre los hogares pero que dicha variacion es conocida, el modelo que genera los
datos para una funcion de verosimilitud con n observaciones independientes sera:

(6.45) L= IZIE(V.;,-)JF Hﬁ(ﬂ)

Donde F,y f; son las funciones de distribucién y de densidad de y;*. Por otro lado, I,
significa el producto sobre aquellos i para los cuales y* < vy, y [, significa el
producto sobre aquellosiparalos cualesy* >y,,. Por estarazén, el modelo estandar
puede definirse como:

yi =
(6.46) Y = yi*’Si yi* >0
y,=0,8iy; <0

B'x, +e,,i=1,2,3,...,n
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Asumiendo que g~ N[0, a?], lafuncion de verosimilitud para el modelo Tobit estandar
sera:

o122 e

1 (&)

Donde @ y ¢ son las funciones de distribucién y densidad normal estandar. La
funcién de verosimilitud de la version truncada del Tobit puede escribirse como:

o o221 {2

1 (&)

De igual forma se puede plantear la funcion:

lcl)[yy— " 11]/
1 d)EB'xy]/cs

(&m1)f(h)= s Si y; >0

, de otra forma

Dado el creciente uso de los modelo tipo Tobit, Amemiya realizd la laboriosa tarea de
clasificar, los modelos Tobit de acuerdo con similitudes en la funcion de verosimilitud.
La caracterizacion de los tipos de modelos Tobit es la siguiente:

Tipo Variable Dependiente
Y1 Y2 Y3
1 Censurado - -
2 Binario Censurado -
3 Censurado Censurado -
4 Censurado Censurado Censurado
5 Binario Censurado Censurado

Las funciones de verosimilitud seran:

Tipo Funcién de Verosimilitud
1 p(y:<<0) . p(y1)

2 p(y:<<0) . p(y:=>0, y,)
3 p(y:<<0) . p(y1, ¥)

4 P(Y1<0,Ys) . P(Y1, Y2)
5 pP(Y:<0,Ys) . p(y:>0, y,)
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Caday; conj=1,2,3 se asume que tiene una distribucion del tipo N( 3'x;, 0%) y p denota
una probabilidad, o densidad o una combinacién. Amemiya toma el producto de cada
p sobre la observacion que pertenece a una categoria particular determinada por el

signo dey,. De estaforma, eltipo 1, modelo Tobit estandar, la funcién de verosimilitud

[p(y,<0).p(y,)], serd una notacién abreviada paraH P(Vfi < OH fi (,Vu ) donde
0 1

f, esladensidad de N(B',x,;, 0%). De igual forma, en cada tipo de modelo el signo de
y; determina cada una de las dos posibles categorias para las observaciones y la
variable censurada se observa en una categoria y no en la otra.

6.8.3.1. Modelo Tobit tipo 2: {p(y;<0) . p(y;>0, v¥,)}

Este modelo se define como:

vy =By Xy ey
Yy =B X, ey,

(6.49) Iy Sy >05i=1,23,...... ,n
*losSiy.L<o

Donde {g,;, €,,} son i.i.d extraidos de una distribucion normal bivariada con media
cero, varianzas 02, y g2, y covarianza g;,. Se asume que solamente el signo de y*;;
se observa y que y*, se observa cuando y*;>0. De igual forma, x;; se observa para
todos los i, sin embargo x, no necesariamente se observa para aquellos i tales que
y*, < 0. La funcién de verosimilitud para este modelo sera:

6.50) L= HP(Y; < O)Hf(yzi lyy > O)P(y;i > 0)
0 1

Donde N,y M, es el producto para aquel i en el cual y,; =0y y,, #Z 0 respectivamente
y f(=]y*,;>0) es la densidad condicional de y*,, dado y*;;> 0. Este tipo de modelos
fueron originalmente usados por Nelson (1977), Dudley y Montmarquette (1976),
Weslin y Gillen (1978). Veamos el modelo de Gronau (1976).

Gronau (1976) asume que el salario ofrecido W° a cada ama de casa es independien-
te de las horas trabajadas H. En este sentido no existe un menu de salarios W°(H).
Dado W°, una ama de casa solucionard el siguiente problema:

(6.50.1) Maximizar u(C,X)

Sujeto a WPH + V =Y [Restriccién de ingresos]
C +H =T [Restriccidn de tiempo]
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Donde C es eltiempo gastado en el hogar para cuidar los nifios, X esun vector de dos
bienes, T estiempo total disponible y V otros ingresos. De esta forma unaama de casa
no trabajara si:

ou(ou)" 0
(6.50.2) %[&j >W

H=0

Y trabajara sila desigualdad contraria se mantiene. Si ella trabaja Hy la tasa actual
de salario es W°, entonces:

ou( ou\'
——| =W
(6:503) oC [8Xj

La parte derecha de (6.50.2) se conoce como el salario de reservay, en adelante, se
denotaracomo W'. Asumiendo que W°y W"son combinaciones lineales de variables
independientes mas el término de perturbacién aleatoria ¢;, el modelo estadistico
puede plantearse como:

0 _ Nt
W' =B, x, +ey

6504y i T Zi+E,
0 - 0 r
w, = Wi S "fj W i c12n
0 SiW <w

Donde los {g,, € } son i.i.d extraidas de una distribucion normal bivariada con
media cero, varianzas o?%, y 02, y covarianza o, .. Note que si se hace
2

W' -W' =y, yW' =y tendremos el modelo (6.49).

6.8.3.2. Modelo Tobit tipo 3: {p(y,;<0) . p(y., ¥.)}

El tipo 3 se define como

yi =By Xy ey

Yy =B, X, +ey,
y:i Si y:i >0
yli = 0 S. * <0 ;

(6.51) P =
Yy iy >0
y2i = . *
0S8iy; <0

Vi=12,3,...,n
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Donde los {¢,;, €, } son extraidos de una distribucién normal bivariada con media cero,
varianza o2, y 6%,y covarianza a,,. Este modelo difiere del anterior en que y*,; también
se observa cuando este es positivo. La funcién de verosimilitud vendra dada por:

(6.52) L= HP(V;I' < ol_[f(yli’yzi)
0 1

Donde f(.,.) es la densidad conjunta de y*,; y y*,i. Dado que y*;;se observa cuando
es positivo, todos los parametros son identificables, incluyendo o2,.

El modelo tipo (3) también se conoce como de autoseleccién tipo Heckman; a
continuaciéon se expondra en qué consiste.

Heckman (1974) propone un modelo diferente al de Gronau en el sentido de que
Heckman incluye la determinacion del nUmero de horas trabajadas [H] en el modelo. Al
igual que Gronau, Heckman asume que el salario ofrecido W° es independiente de las
horas trabajadas, ademas la ecuacion de W° es la misma de la ecuacion de Gronau:

(6.52.1) WO = "Xy +¢&,

Y define:

6.52.2 oufou i =W’
(6522) 30l ax

Por lo tanto:

(6.523) W, =yH, +a” Z +v,
De esta forma, un individuo trabajara si:
(6.52.4) Wi (H,=0)=0a" Z, +v,<W?
El salario W, y las horas trabajadas H, se determinan cuando se soluciona simulta-
neamente (6.52.1) y (6.52.3), entonces W% = W' = W,. El modelo de Heckman se
puede definir como:
(6.52.5) W, =B X, +¢&,
(6.52.6) W, =yH +a” Z +v,
Y para el i que cumple la restriccién de las horas trabajadas:
(6.52.7) H*=p"X;+¢&;>0
JHON JAMES MORA
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Donde 3" X =y 1 (B Xy-0" Z)ye; =y?1(ey-Vv;). Se puede observar que (6.52.4)
y (6.52.7) son equivalentes dado que y > 0.

6.8.3.3. Modelo Tobit tipo 4: { p(y;<0, ¥5) . p(Y1, ¥2)}

El modelo Tobit tipo 4 se define como:

Vi =B Xy +ey
y;i =B’ xy +ey,
=B’ x5 +ey
{yn Si yg; >0
PET 0 81y <0 s vic 123, 0m
,Siy;, >0
0.S8iy,;<0

Sl y11<0
0S1 y,; >0

(6 53) y21 {

Donde los {&,;, €, €5} SON i.i.d extraidos de una distribucion normal trivariada. Este
modelo difiere del tipo 3 en la adicién de y*;, el cual se observa solamente si
y*;; £ 0. La funcién de verosimilitud vendra dada por:

0
6.54) L= H I f3(YTi’Y3i dYTinz (Yli’YZi)
0 o 1

Donde fy(. ,.) sera la densidad conjunta de y*;; e y*;, yf, (., .) la densidad conjunta
de y*; e y*,i.

Nelsony Olson (1978) proveen el siguiente ejemplo: Sea y*, eltiempo que se usaen
entrenamiento escolar vocacional, que es completamente observado si y*, > 0. Si
esta condicion no se cumple entonces pertenecera al intervalo (<o, 0]. El tiempo que
se usa en educacion y*, se observa que pertenece a uno de los intervalos (-, 0],
(0, 1] y (1, ). El salario y*, se observa completamente. De igual forma, y*, son las
horas trabajadas y son observables completamente.

Dado que cada variable pertenece a un conjunto de ecuaciones simultaneas se
puede estimar solamente la forma reducida, en un modelo de 2 ecuaciones simulta-
neas:

(6.54.1) ¥y =Cpyu+ou'xy,; +8y,
— * '

(6:54.2) y,; = Loy +a,'x, +8y
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Donde y,; se observa siempre. Por otro lado, y*,;; se observa comoy;; si y*;;>0.Los
parametros estructurales de este modelo se estiman de la siguiente forma:

« Paso 1: Estime los parametros de la ecuacion en la forma reducida para y*, con
un Tobit de maxima verosimilitud y para la ecuacion reduciday, estime los
parametros por minimos cuadrados ordinarios.

« Paso 2: Reemplace y, al lado derecho de (6.54.1) por la estimacion de los
minimos cuadrados ordinarios obtenido en el paso anterior y estime los
parametros de (6.54.1) a través de un Tobit de maxima verosimilitud.

« Paso 3: Reemplace y*;; en ellado derecho de (6.54.2) por su estimacion obtenida
en el paso 1y estime los parametros de (6.54.2) por minimos cuadrados
ordinarios.

6.8.3.4. Modelo Tobit tipo 5: {p(y,<0, v,) . p(y:>0, y,)}

El modelo Tobit tipo 5 se deriva del tipo 4, y se omite la ecuacién para y,;. Dado que
solamente observamos el signo de y*,;,, tendremos:

Yi = B'ixy; +ey;

Vai =By Xy 8y,

Vi =By Xy +ey

~ y;‘l Si y; >0Vl :1,2,3,...,11

655 7| 08iyp <0

Vi Si pp; <0
y3i: . *
0Siy,;>0

Donde los {g;;, €, €5} son i.i.d extraidas de una distribucion normal trivariada. La
funcién de verosimilitud para este modelo sera:

0 "
6.56) L= H If3(y:i7y3i)dy:i]:[jf2 (y:i’yzi) dy;,
0

0 o 0

Donde f,4(.,.) y f,(.,.) se definen como la densidad conjunta de y*,;y y, . Por otro lado,
f,(.,.) esladensidad conjuntade y*,;y y*,. Lee (1978) desarrolla el siguiente modelo:
Sea y*, el logaritmo de la tasa de salario del i-ésimo trabajador en el caso de que él
o ella se unan a un sindicato. Cuando el trabajador decide unirse o no al sindicato,
este evento estara determinado por el signo de la variable (y*;;):

(6.57) ¥ =Vu—Yu+d'Z +g,
JHON JAMES MORA
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Dado que nosotros observamos y*, solamente si el trabajador se une al sindicato y
si no se une al sindicato ( y*; ), el logaritmo del salario observado, denotado pory;,
se define como:

Y=Yy siy; >0

6.57.1 .
( ) Y =Vs5 st y; <0

Lee asume que X, Y X, las variables independientes en (y, ) ¥ ( y*5 ), incluyen
caracteristicas individuales de las firmas y trabajadores tales como la localizacion
regional, el tamafio de la ciudad, la educacién, la experiencia, la raza, el sexo y la
rigueza. Porotro lado, Z incluye caracteristicas individuales y variables que represen-
tan el costo monetario y no-monetario de ser miembro del sindicato. Dado que y*; no
es observado a excepcién del signo, la varianza de y*, puede asumirse como
unitaria. Lee estima el modelo en dos etapas tipo Heckman aplicado separadamente
a (y*,)y(y*;). Amemiya (1994) define también el Tobit tipo 5 como:

y;i :B'jxji—"_gji
Zji :Y'iji"'Vji
Y, =y, SiZ,=maxZ’ ; j=123,.i=123..
j

i

(6.57.2)

Donde caday, x;, S; son observados. Se asume que {g;, V;} son i.i.d a través de i,
pero correlacionado a través de j, y paracadai y jlas dos variables pueden estar

correlacionadas. La forma de verosimilitud vendra dada por:

(6.57.3)
L:Hf(y:i | Z,; es el max)p,; XH.f(y;i | Z,; esel max)pzi XHf(,V;,- | Z; es el max)Pﬁ
1 2 J

Donde I1; es el producto sobre aquel i para el cual Z*; es el maximo (max) y
p; = P ( Z*; maximo).

6.9. Contrastes de especificacion

De lamano con el desarrollo de las formas de estimacion de los modelos, la literatura
ha venido ofreciéndonos una serie de contrastes para conocer la "bondad" de los
modelos estimados. El origen de estos contrastes se remonta a los trabajos de Rao
(1947) en lo que se conoce como "contraste Score" o "contraste de puntuacién”.
Posteriormente Silvey (1959) propone el contraste de multiplicadores de Lagrange
que no es otra cosa que el mismo contraste de Rao.

El contraste de multiplicadores de Lagrange no es el Unico que se pueda usar, pues
estan el de Hausman (1978) y el contraste de momentos condicionales [Newey
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(1985) y Tauchen (1985)]. Para Pagany Vella (1989) el uso del contraste de especifica-
cion en variables dependientes limitadas no es muy comudn debido a la dificultad
computacional de los mismos.

Los contrastes de especificacion que se desarrollaran seran: El contraste de Rao 6
contraste de puntuacion; el contraste de especificacion de Hausman, el cual parte de
los trabajos de Durbin (1954) y por lo tanto se conoce también como Durbin-Hausman
o Durbin-Wu-Hausman debido a los trabajos de Wu (1973); el contraste de la matriz
de informaciéon de White (1982) y el contraste de momentos condicionales sugerido
por Newey (1985) y Tauchen (1985).

6.9.1. Contraste de Rao 6 contraste de puntuacion

Suponga que existen n observacionesindependientes y,, ¥,, Ys,......, Y, con funciones
de densidad idénticas f(y, 6) donde 6 es un vector p x 1 de p pardmetros. Entonces
la funcién de verosimilitud L( 6), el vector de puntuacion (Score vector) d(8),y la
matriz de informacién I( 0 ) vienen definidas como:

L(8)= (3,00 L,(6)

d(e)= % , paraalgunq, E[d(6)]=0

0000’
El estimador maximo verosimil © viene dado por la ecuacion d(O) = 0. La hipotesis
a probar sera H,=h(6)= 0, donde h(8) es una vector de dimensién r de 6 (r < p) con
una constante dada c. Rao (1948), propone el siguiente estadistico:

3 O’L
I(8)=cov[d(q)]=E[d(B)d(8)]= E

(6.58) dI(©)[I(0)]* d(O)

Donde (é) es el estimador maximo verosimil restringido de (6 ) bajo Ho. Si Ho es

cierto, entonces d(© ) se espera que tienda a cero. Rao muestra que el estadistico
Score tiene una distribucion chi-cuadrada (x?) con r grados de libertad bajo Ho.

Breusch y Pagan (1980) sugieren usar este estadistico como un contraste de espe-
cificacion. Laventaja del contraste de puntuacion consiste en que depende solamen-
te de los estimadores maximos verosimiles del modelo restringido, ya que tanto el
vector de puntuacién como la matriz de informacién se basan en el modelo total. Una

extension del contraste de puntuacion consiste en un estimador general~/ # mas que
en la restriccibn maximo verosimil, a esta extensién se le denomina el contraste
Neyman-Rao [Hall y Mathiason (1990)].
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Para modelos de eleccion binarios, Davidson y Mackinon (1989) muestran que el
contraste de puntuacién con base en la matriz de informacién puede ser computado
facilmente y Orme (1992) muestra que las propiedades se conservan en los modelos
Tobit?®.

6.9.2. El contraste Durbin-Hausman

El contraste de especificacion sugerido por Hausman se basa en la comparacién de
dos conjuntos de parametros estimados: Sea O un estimador de 6 el cual es

eficiente bajo Ho, pero inconsistente bajo H,;, y 6 un estimador de 6 el cual es
_ + —
consistente bajo Ho y H, pero ineficiente bajo Ho. Sead=0 -0 y var(\/ze) =V,

N
yvar(\/ZO) =V,. Elcontraste de Hausman se basa en el resultado de var(\/; d)=V,

-V, bajo Ho (Rao 1973,pp.317). Eltest estadistico consiste en (\/;d)'( V-V, )'1(\/;
d) que tiene una distribucion chi-cuadrada con p grados de libertad, que es la
dimension de 6. En el caso de que (V, - V, ) no exista, se puede usar la inversa
generalizada [Rao y Mitra (1971)], pero la chi-cuadrada tendrd menores grados de
libertad. Existe una variacién del tipo Hausman, en el que ambos estimadores son

inconsistentes bajo H,, aunque pLimé #pLimO bajo H,[ver Ruud (1984)].

6.9.3. El contraste de la matriz de informacion de White

La matriz de informacion de White(1982) se basa en el hecho de que en un modelo
especificado correctamente, tendremos:

B - O°L
(6.59) E[d(6) d(8) 1= E| ~ ==

'L
0000’
media cero para un modelo especificado correctamente. Como problema de esta
constante se encuentra el hecho de que al tratar de obtener la varianza de este

contraste se requieren derivadas de orden superior de al de L. Lancaster (1984) ha
mostrado que este estadistico se puede obtener a partir de la regresion:

Si nosotros consideramos el estadistico d(6) d( 6 )"+ [ } éste debera tener

(6.60) r = GC, + ZC, + ¢,

16. Como existen diferentes formas del contraste Score, que dependen de los estimadores de la matriz de informacion,
en datos pequefios, las propiedades del estimador son bastante malas con respecto a la matriz de informacion
cuando se usa el método del gradiente del producto externo (outer product gradient) [Davidson y Mackinon (1989),
Orme (1990)]. Una alternativa consiste en tomar el hesiano como lo observa Taylor (1991).

INTRODUCCION A LA TEORIA DEL CONSUMIDOR
1, 119
1 (CES|



Donde r es un vector de unos, G es una matrizn X p cuyos i,j elementos son:

AL,()
G,(6)= 0. ,1=1,2,3,...,n;j=1,2,3,...,p; Zes unamatriz cuyos elementos tipicos
J

son:

6°L(0) OL(6)aL(6) |
00,00, T 00, 0, 0j=1,2,...,.p; k=1,2,...,J.

Z y G son evaluados en el estimador restringido maximo verosimil. El nimero de
columnas en Z sera Y(k? + k). Cox (1983) y Chesher (1984) demuestran que el
contraste de la matriz de informacién puede ser interpretado como un contraste de
puntuacién para rechazar heterogeneidad o una variacion de los parametros en 6.

6.9.4. El contraste de momentos condicionados (CM)

El contraste de momentos condicionados fue sugerido por Newey (1985) y Tauchen
(1985), y se basa en la premisa de que bajo una especificacién correcta, no solamen-
te se tiene E[d( 6 )] = 0 sino también condiciones de sobreidentificacion como
E[m (y, 6)] =0. El contraste de momentos condicionados puede reducirse a la
regresion:

A

(6.61) i=G C + b m +¢,

A
Donde G es lamatriz { G; = M } eiesun vector de unos. G' es ortogonal a i
j
N N N
dado que i” G =0 son las ecuaciones de solucion maximo verosimil © y m sera
ortogonal ai sila condicion de momentos se satisface. De esta forma, un contraste
para la condicidbn de momentos consiste en la hipdtesis b = 0 en la ecuacion (6.61).
En el caso de que existan r condiciones de momentos, se define la matriz

m=m (0O)den xr,y se contrasta la hipotesis b= 0 en la regresién (6.61). Aun

cuando i” G' = 0 es importante incluir G' en la regresién [Mackinon (1992, pp,132)]. La
regresion artificial se basa en laigualdad informacional (6.59) la cual es valida solamente
cuando la densidad completa de las observaciones es especificada correctamente.

Un Ultimo contraste de especificacién proviene de Pregibon (1980); este contraste
consiste en que si la regresién esta bien especificada, no se deberian encontrar
variables independientes significativas. De esta forma, una clase de error consistira
en que la variable dependiente necesitase algun tipo de transformacion en su rela-
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cion con las variables dependientes, en lo que se conoce como una funcion de union
(LINK FUNCTION). El contraste consiste en la regresion:

(6.61.1) y=B"x+¢g

N
Donde 3~ seran los paramentos estimados, entonces B'x, debera ser significativo y
l

N
2 .z . ., .
(B'x; )" no. El modelo también se usa para especificacion en transformaciones de
las variables independientes, de esta forma, si en un modelo inicial Logit o Probit

N
(B 'xl-)z da significativo entonces alguna variable independiente podria necesitar algin

N
. ., . 2 , . ‘g .
tipo de transformacion, una vez realizada esta (3'x; )* no debera ser significativo.

6.9.5. Contrastes de heterocedasticidad

Entre los primeros trabajos sobre Heterocedasticidad realizados por Maddala y
Nelson (1975) se argumentan que una regresion con Heterocedasticidad en los
errores, los estimadores son consistentes pero ineficientes. En el caso del Tobit, el
estimador maximo verosimil (ML) esinconsistente en la presencia de Heterocedasticidad
[Brannas y Laitila (1989)].

En un modelo de regresion, la comprobacién de Heterocedasticidad se realiza con
base en los residuos del modelo de minimos cuadrados. Pagan y Park (1993)
sugieren que los contrastes existentes para probar heterocedasticidad pueden ser
considerados como un contraste de momentos condicionados(CM). La condicion
de momentos para un contraste CM, sera:

(6.61) %ZE(ZI (e’ —02)): 0

Siendo ¢; el error con varianza o2 bajo Homocedasticidad, y Z; es indicador mal
especificado. Por ejemplo, si asumimos que Var(y, ) = 0% (1 + Z, y)? se debera
mostrar que esta condicidn se sigue del contraste de puntuacion en el caso del Tobit.
En el caso de un Probit o Logit, seay*, =p3"'x; + ¢ ;¢ — 1.i.d(0, 0?), el cual es

1Siy* >0
0 De otra forma

do como una variable dicotomica, solamente (/o es estimable. Asumiendo que
o0 = 1, entonces:

observado solamente cuando V; = { . Dado que y* es observa-

(6.63) Probabilidad [y, = 1] =F (B"x;)
De esta forma, el logaritmo maximo verosimil L sera:
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630 L= LF(Bx) -y )1-FEx )T L,

_ aLi — i _ I_yi
SeallB)= o [F(B’xi) l—F(B’xi)}fi K

= |: yi—F(B'x;) :|f, X,
F(Bx)(1-F(B'x;)) ’

Donde f, es la primera derivada de Fi, es decir, f(B"x,) es la funciéon de densidad. El

n
j-ésimo elemento del vector de puntuacién d(f) es igual a ZGij(B). Si nosotros
i=1
deseamos probar la hip6tesis de que 3=0 entonces se debera obtener un contraste
de puntuacién con nR? en una regresion artificial de i sobre G(3) dondei es un vector

de unos. Davidson y Mackinnon (1984) denotan este contraste como LM;.

Considere ahora el estadistico basado en la matriz de informacion. Diferenciando L,
dos veces con respecto a 3, obtenemos:

L 3 [y,-f(B’x,-)_ 1-y.f(Rx)

(664) aBaé/ - aB' F(B’xi) 1_ F(ﬁ,xi) xi

PP’

= X, X

o°L, {yiF(B’xi)f’(B’xi)fz(B'xi)_(ly,-)lF(B’xi)f’(B’xinz(B’xi) -
F*(B'x;) (I-F(Bx;))’ o

Tomando E(y,) = F(B"x) entonces:

B n aZL _ n fZ(B,xi) ’
(6e4D)(b) = E{ 2 asaﬁ'} = X F (1 F i

Davidson y Mackinnon sugieren el siguiente contraste de puntuacion: Defina la
matriz R() de n x p cuyos elementos tipicos son:

(664.2) R(B) = [F(B'x,)1- F(B'x, )] 7 £(B'x,)x,

El n-vector, r( B ) tendra como elemento tipico:
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De estaforma, la matriz de informacion sera l(B) =R™ (B)R(B) y el vector de puntuacion
d(B) = R (B)r(B). De aqui, el contraste estadistico sera:

(6.64.4) LM, = d'ld=r" R(R"R"Rr

El cual no es mas que nR? de la regresion artificial r= Rc+ g. Davidson y Mackinnon
arguyen que LM, tiene propiedades débiles con relacion a LM,. Para comprobar
Heterocedasticidad, se especifica Var(y,) = (1 +y~ Z)?y se contrasta Ho: y=0. Por
otro lado, Davidson y Mackinnon especifican Var(y;) = exp(2y”~ Z) y Harvey (1976)
Var(; ) = [ exp(y~ Z)]>. Reemplazando B"x; en el modelo de regresion por

B"x /(1+y~ Z)yhaciendo [3 el estimador méaximo verosimil de § bajo Ho: y=0

entonces se reemplaza B por (3 enLM; y LM, La matriz G sera ahora de
nx(p -+ m)donde m esladimension de vy, de esta forma:

X, X,
oty | M T
oL, ~ T4, Y4, .
©65) Bl Bx, px, l
R P P
1+vy'Z, 1+vy'Z,
Bx; B'x;
Yl 7| V-»fl——7F
1+y'Z, 1+y'Z,
aLi i i /\'
5 = - - Brxi(=Z))
(6.65.1) 60 - -
1+y'Z, 1+y'Z,

La matriz R es ahoran x (p + m)y en la i-ésima fila tendremos:

~1/2
_| L BX; B’ X; B'X;

Ri 1Ri — 1 _ l [ . ! . .

[Ri(B), Ri(Y)] [F(1+Y'Zi)£1 F{1+y,2}]J] ‘f[1+y,Z;J[X¢ B x,(ih)]

El Score vector d(é ,0) es Rr el cual es un vector (p + m):

[f(lﬂ’l,-j(yi F(1+Y’Zij)}[F(1+Y’Zij(l F(“Y'Z:M =
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Bx, _ B'x; B'x; 3 B'x; ; ' =
{f{lw’zl-](y" F£1+V’ZJ)}{F[1+WZI. (! F[“—Y,ZJ)} (B'x)Z; =0
-1
Bx B'xi ﬁ B L
Dadoque[f(l +1'Z; j(y' (1+y’Z,-H[F 1+y’Z,.j(1 F(1+yfz,.j)}

eselresiduo generalizado [Gauriéroux, Monforty Trognon (1987)] y denotandolo por
¢, entonces (6.65) puede escribirse como:

| 1", .,
(6.66) —2.0,x =0ay—> ¢(p'x)Z =0

A N
De esta forma, el contraste de heterocedasticidad involucra solamente @, yno (P.z_
l H
Veamos qué sucede en el modelo Tobit.

Lee y Maddala (1985) usan la forma funcional Var(y;) = 0?i=G(a + 8~ Z) y sugieren
probar & = 0. Asumiendo que o, = 0 + 0 Z y definiendo un indicador I, como:

1Siy* >0
1, ={ Y

el logaritmo de la funcién de verosimilitud L, viene dado por:
0 De otra forma g P

(6.67) L = il{-;mﬂ -2%( i -Bx, )2}5;(1—1,. )Ln{I—CD(B,x" H
G i

i=1 i=1 G;

Bajo Ho: & = 0, entonces:

oL (¥ — Bx) _ Bx;
T g

Donde A, es la razén de Mills, esto es:

o
G

6.68.1) A; =—————
( ) I_q)(Bxij

(&

El vector de puntuacion, sera proporcional a:
(6.68.2) Z(Szi— GZJZI-
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La condicién de momentos para probar Heterocedasticidad en el contraste CM, es:

1 A
(6.68.3) _Z e’i-c’|Z, =0
n
De esta forma, el test para comprobar Heterocedasticidad se reduce al CM. Otro
contraste comunmente usado consiste en el contraste de las razones de verosimili-
tud o LR-test, el cual consiste en:

(6.69) LR=-2[Ln L -LnL]

Donde L, y L son los logaritmos de las funciones de verosimilitud del modelo
con heterocedasticidad y el modelo sin heterocedasticidad. De esta forma,
nosotros podemos probar Heterocedasticidad sobre una varianza del tipo
Var(g) = (1+vy~ Z)?6 Var(g) = exp(2y~ Z) 6 Var(e) = [exp(y~ Z)J bajo
Ho: y=0. Por lo tanto, si no existe evidencia estadistica para rechazar Ho existira
homocedasticidad y de forma contraria existira. Ademas, LR ~ x? 4.4 donde dy dr
son los grados de libertad asociados al modelo general y al modelo con
heterocedasticidad.

6.9.6. Contrastes de normalidad

Cuando no existe normalidad, existen sesgos en los estimadores[Goldberger (1983)].
Pagany Vella (1989) sugieren un contraste CM para normalidad con base en el tercer
y cuarto momento de los residuos. En términos generales, ya se trate de un Logit,
Probit o Tobit, el problema consiste en evaluar el momento E[ pu?; | y; = 0]. Leey
Maddala (1985) sugieren usar el método de recursividad para los momentos de

!
W= (yt—thj , el cual consiste en:
c

(6.70) E [(Mipil yi=0) ] =pc’ [Mipillyi = 0] —cA (—B'x; )"

Parap=1yE(W | y=0)=-0A donde A; eslarazén de Mills. Definiendo el indicador:

1,:{ 1Siy, >0

, entonces:
0 De otra forma

671) 0, = E@%|y, )= L’ —(1-1,)04, (25 +(B'x,)?)
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(6.72) 0, = EQ@* ~30*| 3, )= L, (1" ~30 )+ (1~ L)%, (B'x, )30 * +(B'x,)?)

De esta forma, el contraste de normalidad se basa en 6,y 6,, [Pagan y Vella (1989)
y Skeels y Vella (1993)]. Paraimplementar este contraste se necesitan los residuos,

N
pero no se pueden obtener de (y;-[3"x; ) pues éstos no tienen media cero. Una forma
de corregir este problema consiste en obtener los residuos generalizados:

6.73) n.=—c@-I) A, +1, u,

Para el Probit, el valor esperado del error sera:
(6.74) E(Hil yi)=¢,(y;, -0, )q)iil(l - D, )71
El residuo generalizado 1A»| para un modelo de eleccion discreto, viene dado por:

(675) n, =f, (v, —F:)F:i ' (1-F:)"

Powell (1986) desarrolla un estimador de cuadrados ordinarios censurado
simétricamente (SCLS) para un Tobit de la forma siguiente: Se eliminan las observa-

N /N
ciones para las cuales [3 “xi < 0. A continuacion, se hace y, = 2 [3"x, De estaforma,
N

los y;son distribuidos simétricamente sobre (0,23 "x;) y los errores (y;-[3 "X;) son

/N N
distribuidos simétricamente sobre - 3"x; y [3 "X, por lo cual tendran media cero.

Newey (1985) parte de una distribucién F,, bajo la hipétesis alternativa de que

!

B'x;
Fi= (W + yi* +y, w*) donde p= |~

resultantes seran:

j . Las condiciones de momentos

j 1’5
6.76) — . =0 - i i:0
676) —3 u, 1,=0y PO

Bera, Jarquey Lee (1984) construyen el siguiente contraste: Suponga unafuncién de
densidad g(m) que satisface la ecuacion diferencial:

dlng() ¢ +p
ou ¢, +c,u+e,u’

(6.77)

Si p tiene media cero, esto implica que a = -b,, después de reparametrizar:
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oLng(un) _ c,u
o c,cu+e,un’

(6.78)

De esta forma, si se hace ¢,= 0,c, = 0 y ¢, = 02 obtendremos una densidad de
N(0, a?), por lo tanto, un contraste de normalidad consiste en contrastar ¢,= 0,c, =
0. Smith (1989) sugiere usar polinomios ortogonales y construir un contraste de
puntuacién para los supuestos distribucionales. Bajo condiciones generales, se
puede escribir una densidad h(Z, 6, ) de Z como el producto de otra densidad f(Z,
0) con momentos finitos de todos los 6rdenes y una serie de polinomios ortogonales
p« ( Z, 0); de esta forma tendriamos:

679 h(Z, 0 0)= F(Z.8)> a,(0,w)p,(Z8)
k=0

Donde a,( 6, Y) =1y py(Z,0) =1. La hipbtesis de Smith para normalidad consiste
en hacer Ho: a,( 6, ¢ ) =0 para k > 1.

Newey (1987) considera un contraste de normalidad tipo Hausman de la forma:

18iy* >0

6.80) y* = 7,5 + g i =
(6.80) y*, = 2,8+ ¢ con i {0 De otra forma

Donde Z,incluye variables enddgenas. El contraste se basa en la diferencia entre un

A Fay
estimador Tobit maximo verosimil (MLE), &, y un estimador SCLS, & minimo cuadra-
do censurado simétricamente. El contraste de normalidad de Hausman, sera:

N

A A A A -,
6.81) Ho:n(5 & )'[v(s i )} (5 .-5)

Los supuestos distribucionales del contraste podrian ser afectados por especifica-
ciones erréneas en la ecuacion [Blundell y Meghir (1986)]. Por otro lado, cuando
existen distorsiones en el tamafio el contraste podria sobrerrechazar la hipotesis nula
[Newey (1987)]. Algunos autores como Chesher, Lancaster e Irish (1985) proponen
usar métodos graficos para detectar fallas en los supuestos distribucionales. Aunque
el procedimiento es menos formal, podria informarnos preliminarmente sobre pro-

N
blemas de distribucién, y consiste en tomar los residuos L, Y computar lafuncién de
l
distribucion usando el método de Kaplan-Meier (KPM). La comparacion visual de esta

funcién conrespecto ala distribucion F se hace através de graficar F-1[KPM( PAH')] contra
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A

K; en el caso de una distribucion normal F = @. Si el modelo es correcto, la grafica
que resulta sera continua [Horowitz y Neuman (1989)].

6.9.7. Contraste de correlacion contemporanea

Considere el siguiente Probit bivariado:

* o ’
y; =B x,; +ey

(6.82) . ,
Y, =P %, +ey

Donde y*, y y*, son variables dependientes dicotémicas y {¢, y €,} son normales
bivariadas con media cero varianza unitaria y correlacién p. El vector de puntuacién
para este modelo viene dado por:

oL oL . L_osi ¢
(6.83) E:ZxﬁSzi,aBZ ZxZiSZiuap ZSIiSZi

Donde €1 y €2i son los residuos generalizados para las dos ecuaciones Probit. El

contraste estadistico viene dado por nR? de una regresion artificial de un vector de
A A AN

unos sobre (X, g7, X, €2, g;€2). Una alternativa simple consiste en computar los

residuos generalizados, su correlacién al cuadrado r?, y usar nr?2 como una chi-

cuadrado con un grado.

Kiefer (1982) desarrolla un contraste Score para un Probit multivariado: él comienza
con el supuesto general de que la matriz de correlacion de los errores es Ry crea un
contraste de puntuacion para la hipétesis R = I. Kiefer también desarrolla un
contraste para la hipétesis p=0 cuando R = (1-p)l +pee”, donde e es un vector de
unos; este contraste es bastante conveniente en modelos de efectos aleatorios con
datos de panel.

6.9.8. Contraste de sesgos de seleccion

El contraste para sesgos de seleccion fue el primer contraste de especificacion en
modelos con variables dependientes limitadas. Este contraste fue desarrollado por
Gronau (1974) y Heckman (1979). En términos generales se le conoce como el
contraste de Heckman. El problema planteado parte del modelo de autoseleccion
tipo Heckman, de la forma:

e _ [
(6.84) Y= B 1% TE€
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Y la ecuaciéon de seleccion es:

(6.85) ¥ ¥, =P',Xx, +€, >0

De esta forma, y*,; es observado e igual a y,;si y solo si y*,, > 0. Por lo tanto, y*,; es
censurado por la ecuacién de seleccion. Estambién de esperar que€,; Y €, tengan
ungradode correlacién p. Dado que y*,; es observado como unavariable dicotémica,
normalizando (6.85) a través de Var( €, ) = 1, deberemos asumir:

€4 0\(c® po
_N|| |,
Pt e

Una estimacién por minimos cuadrados ordinarios de (6.84) da como resultado
estimadores sesgados de (3, dado que E [ €; | y*, = 0] es diferente de cero; esta
expresion viene dada por poA; donde A, es la razén de Mills. De esta forma (6.84) en
términos de la variable observada y,; puede escribirse como:

(6.87) y;y = B 1%y + pOA; + €, donde E[g,,] =0

Una inspeccioén de (6.87) nos muestra la naturaleza del error, esto es, la omision de
A.. Dado que A, no es observado, Heckman sugiere obtener el estimador preliminar

N

de ;Aw conbaseen(3,, el Probitestimado de (6.85) y luego estimar (6.87) por minimos
cuadrados ordinarios. Adicionalmente si p es igual a cero no existiran sesgos.
Melino (1982) muestra que el contraste de significanciade A, en (6.87) es un contraste
de puntuacién sobre p=0. Elmodelo puede ser estimado en dos etapas, sinembargo,
existen restricciones: Si x, contiene solamente una constante entonces A; es una
constante y el coeficiente po no es estimable; si A, es una funcién lineal de los
componentes de x,; entonces se producird multicolinealidad, esto ocurre cuando x
contiene solamente variables dummy (falsas) y x,; incluye las mismas variables
dummy y sus combinaciones. Usando ML el problema puede resolverse, sin embar-
go la estimacién bajo ML tiene como problema que se podria entrar en un LOOP al
buscar convergencia, y en muchas ocasiones podria encontrarse maximo locales y
no globales. Recientemente se ha popularizado el estimador ML provisto por el
programa LIMDEP para este tipo de Modelos; Nawata (1993a, 1993b) ha demostra-
do como los estimadores obtenidos por LIMDEP no son confiables. Olsen (1982)
muestra que la funcion de verosimilitud para el modelo de seleccién tiene un Unico
maximo condicionado sobre p. Olsen, sugiere que uno puede obtener estimadores
ML condicionados sobre p y examinarlos en p. El procedimiento ha sido usado por
Nawata, mostrando que este procedimiento da resultados mas confiables que usar
el programa LIMDEP.
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6.9.9. Contraste de estabilidad

No es muy comun contrastar estabilidad en modelos de variables dependientes
limitadas, sin embargo, Anderson (1987) abre el camino en este tipo de contrastes.
Anderson propone comparar el logaritmo de la verosimilitud cuando el modelo es
regresado sobre un periodo, con respecto a un periodo posterior. El trabajo se
inspira en el contraste de estabilidad de Chow, extendiéndose el uso de las variables
dummy a los modelos Tobit y Probit. Hoffman y Pagan (1989) sugieren, siguiendo a
Anderson, definir primero un periodo de 1 hasta s y un periodo de s+1 hasta s+S,
y elaborar el estadistico:

A s+5 A

1
(6.88) T=— Dd,

t=s+1

N
Donde d: son los estimadores de puntuacion. La media de los periodos del estima-
dor posterior debera ser cercana o igual a cero en el caso de estabilidad en los

parametros. La varianza asintética de —/E sera S(1+Kk)lg [Hoffman y Pagan (1989)]
donde K = s/S. De esta forma, el contraste estadistico sera:

A oA=T oA

;r'l T
(6.89) S(1+k) 00

el cual sigue una distribucién chi-cuadrada con s grados de libertad. Este contraste
puede ser aplicado a cualquier modelo de variables dependientes limitadas y se
estima por maxima verosimilitud.

6.9.10. Contraste de exogeneidad

En modelos de ecuaciones simultaneas que involucran variables dependientes limi-
tadas, Groger (1990) considera un contraste de exogeneidad tipo Hausman a través
de una estimacion de minimos cuadrados ordinarios no-linelaes. Smith y Blundell
(1986) consideran el siguiente modelo:

(6.90)

V¥ =V uy, + X B+e, o yEu Siy*,; >0
110 De otra forma

14 _ ! 14
Yoo =X T, +Y 5 T8y

D (W
€ 0 ) Zzz
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Donde y*;; no es observado. La hipétesis para probar exogeneidad consiste en
Ho: o,, = 0. Smith y Blundell sugieren:

* Suponga que g; =V ,A + ey; y sustitlyalo en (6.90)

» Denote Var(e;;) = 0y,

 Estimey*; =y vy, +x B, +V ', a+ E; como un Probit y pruebe la hipétesis
Ho: a =0. Smith y Blundell a este estimador, el estimador condicional ML.

Rivers y Voung (1988) consideran el mismo modelo que Blundell y Smith pero en un
contexto Probity Vellay Verbeek (1993) lo consideran para el caso de un modelo de
panel.

6.10. Variables latentes

Las variables latentes representan conceptos unidimensionales en su mas pura
forma, puede decirse que se trata de variables abstractas como inteligencia, paisaje,
etc. Como todas las variables latentes corresponden a conceptos, ellas son varia-
bles hipotéticas que varian en su grado de abstraccidn: inteligencia, clase social,
podery expectativas son variables latentes abstractas creadas en la teoria. Variables
menos abstractas son la educacion y el tamafio de la poblacion.

Un ejemplo es la hipétesis de Emile Durkheim sobre la relacién inversa entre la cohesion
social y el suicidio: la cohesion social se refiere a la solidaridad de grupo, la cual es una
variable abstracta; el suicidio es directamente observable, pero la relacion directa-
indirecta es muy débil de acuerdo con la misma clasificacién de los suicidios.

Un modelo latente se acomparfia de un conjunto de ecuaciones estructurales que
resumen las relaciones entre las variables latentes. Bollen (1989) usa las relaciones
entre la democracia politica y la industrializacion en paises desarrollados, para
introducir la nociéon de modelos de variables latentes. Dado que algunas sociedades
han alternado entre dictaduras y regimenes electorales, es dificil discernir si la
asociaciéon realmente existe. La democracia politica se refiere a la extension de los
derechos politicos (imparcialidad de las elecciones) y libertades politicas (libertad de
prensa) en un pais. La industrializacién es el grado en el cual la economia de una
sociedad se caracteriza por el proceso de manufactura mecanizado, esto implica
rigueza social, poblacidn educada, avances en el estandar de vida, y éstas son las
oportunidades de una democracia.

Suponga que se tienentres variables latentes aleatorias: democracia politicaen 1965
y 1960 e industrializacion en 1960. Uno podria asumir que la democracia politica en
1965 es una funcién de la democracia politica e industrializacién de 1960. No existe
nada que nos diga que el nivel de industrializacion es una variable latente exdgena
(independiente) y se simboliza como §,, esta es exégena, en tanto sus causas estan
porfueradel modelo. Lavariable democracia politica es unavariable latente endégena,
ella esta determinada por variables en el modelo, cada variable latente es represen-
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tada por ;. De esta forma, la democracia politica en 1960 es representada porn, y la
democracia politicaen 1965 porn,, las variables latentes enddgenas son parcialmente
explicadas en el modelo y el componente no explicado y; es un término aleatorio; de
esta forma, el modelo de variables latentes para el ejemplo sera:

N, =Y u&; v,
N, =B,m; +v.,&; +7;

(6.91)

Escribiéndolo en notacion matricial:

osin (U] o[ B[]

Compactamente, tenemos:
(6.92) n=Bn+yE +vy

Ademas, E(n)=0, E(&) =0, E(y) =0 y yno esta correlacionado con . Por otro
lado, (I-B) es no singular. De esta forma (6.92) es una matriz general que representa
las ecuaciones estructurales para un modelo de variable latentes.

6.10.1. Ecuaciones estructurales con variables observadas

La ecuacioén (6.92) es una representacion general de ecuaciones estructurales con
variables observadas de la forma:

(6.93) y=By+Ix+y

Donde y es unvector de variables endégenas de mx1, B es una matriz de coeficien-
tes de mxm, ' es una matriz de coeficientes de mxn, x es un vector de variables
exdgenas nx1 y y es un vector de errores en las ecuaciones de mx1. Los y
representan los errores aleatorios en las relaciones entre los y;s y los x;s. El supuesto
estandar consiste en que los errores y no estan no-correlacionados con x. Por otro
lado, E(y?,) = Vary Oky Cov(y,,V,) =00k #1.

El modelo implicito para las ecuaciones estructurales con variables observadas, sera:

y =m donde y = m x 1 vector de var iables observadas

(6.93.1) x =& donde x = nx 1 vector de var iables observadas

Los modelos recursivos son sistemas de ecuaciones que tienen casualidad no
reciproca como en 6.3.a o retroalimentacion como en 6.3.b. Cuando esto es cierto
es posible denotar a B como una matriz triangular inferior, adicionalmente la matriz
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de covarianzas de los errores en las ecuaciones (W) sera diagonal, esto significa que
los errores para una ecuacion no estan correlacionados con los errores de las otras
ecuaciones. Por ejemplo, siy, causay,, ¥, no tiene efecto sobre y, ni directamente,
ni a través de alguna relacién con otras variables, veamos:

GRAFICA 6.3.a. Causalidad unidireccional.

GRAFICA 6.3.b. Retroalimentacion.

McDonaldy Clelland (1984) proponen el siguiente modelo, el cual representa el deseo
de unién de los trabajadores textiles en el suroeste de los Estados Unidos. Donde x,
representa los afios en la fabrica de textiles, x, representa la edad, y, la sumision al
empresario, y, el apoyo alas actividades de los trabajadoresy, y, la propensién hacia

lasuniones.

X1

X2

T12

V3
T31
> K
Y2
l /
T22
> )2
B
B2
Y1
V4

GRAFICA 6.3.c. Retroalimentacién en un modelo de sindicatos.
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El ordenamiento causal de McDonald y Clelland consiste en que la sumision influencia
la actitud hacia el activismo y, y las uniones y,, y el activismo afecta el sentimiento de
unién. Por otro lado, los ys errores no estan correlacionados a través de las
ecuaciones. La ecuacion en términos matriciales sera:

Vi 0 0 0|y, 0 1, x A&
6.94) |V2 |~ By 0 Oy, |+ 0 1, |: 1}"" Y2
Vs Bsy Bs 0] s Ty 0 V3

6.10.2. La Matriz de covarianzas

La hipétesis del modelo de ecuacion estructural general, consiste en

695 >=>6)

Donde % es la matriz de covarianzas de la poblacién de y e x, y Z(0) es la matriz de
covarianzas como funcion de un modelo de parametros libres en 6. La ecuacion
(6.92) implica que cada elemento de la matriz de covarianzas es una funcién de uno
0 mas parametros del modelo. La relacion entre ¥ y 2(6) es fundamental para
entender la identificacion y estimacion del modelo ajustado.

La matriz de covarianzas Z(8) retine los siguientes elementos: Primero, la matriz de

covarianzas dey. Segundo, la matriz de covarianzas de x cony. Tercero, la matriz de
covarianzas de x. Considérese primero %,,(0), esto es, la matriz de covarianzas dey:

5y 0 =E{yy)
. |:(I_B)—1(FX +y)(I—B)_1(Tx+Y))}
el e8|

— (- B) [E(xc D)+E (T )+ EGx T+E G )](1-B)

—(-B) (Tor+w)(-B)y"

(6.95.1)

Donde @ es la matriz de covarianzas de x, W es la matriz de covarianzas dey. La
matriz de covarianza de x, Z(0), es igual a @, esto es:

(6.95.2) Z o (9): E(xxx")=®
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La parte final de la matriz de covarianzas es %,,(8), esto es, la covarianza de x con y:

> . 6)=E()
= E[x((l ~-B)'([Cx+ y))'}

—or'(1-B)"

(6.95.3)

De esta forma, encontramos que X(8) sera:

(-B) (Cor+wYi-B)"' (i-B)'To
or'(i-B)" @

(6.96) Y (0)=

6.10.3. Identificacion

La identificacién del modelo (6.96) con una 0 mas ecuaciones, requiere una investi-
gacion de cudles parametros son conocidos y desconocidos. Por pardmetros cono-
cidos entiéndase aquellos que pueden ser identificados, estos parametros general-
mente son caracteristicas de la poblacion y de la distribucion de las variables obser-
vadas como las varianzas y covarianzas para los cuales los estimadores de la
muestra son consistentes. Los parametros desconocidos son aquellos parametros
cuyo estatus de identificacion no es conocido, estableciendo entonces el investiga-
dor cuando existen valores Unicos para estos.

El modelo se encuentra identificado si se muestra que los parametros desconocidos
son funciones solamente de los parametros identificados, y que estas funciones
llevan a soluciones Unicas. Suponga que la Var(y) es el parametro identificado, 6, y
0, son pardmetros desconocidos, y la ecuacion que los relaciona es Var(y) = 6, + 6.,.
La identificacion debera establecer cuando se alcanzan valores Unicos de 6,y 6, en
esta ecuacion. Claramente con dos parametros desconocidos 6;, 6, en una sola
ecuacion, laidentificacion no es posible. Para algun valor dado de Var(y) un conjunto
infinito de valores de 6, y 6, satisfacen dicha ecuacién. Sin embargo, adicionando
una segunda ecuacion 6, = 6, se puede asegurar la identificacion por la cual cada

pardmetro sera igual a M .
2

Este principio general debera mantenerse para ecuaciones estructurales mas com-
plicadas. Los parametros cuya identificacion es desconocida estan en 6 y 6 contiene
t libres parametros restringidos(no-redundantes) de B, I', @ y W. La ecuacién que
relaciona X aBeslahipotesis de la estructurade la covarianza . = 3(8). Este principio
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general lo enuncia Bollen de la siguiente forma"Si un parametro desconocido en 6 se
escribe como una funcién de uno o mas elementos de Z, este parametro es identifi-
cado, si todos los parametros desconocidos en 6 son identificados, entonces el
modelo es identificado".

Un conjunto méas apropiado de identificaciéon es conocido como lareglat, laregladel
B nulo, la regla recursiva y las condiciones de rango y orden.

6.10.3.1. Reglat

Esta es la condicién mas sencilla, pero no es una condicion suficiente. La regla t,
parte de que el nUmero de elementos no-redundantes en la matriz de covarianzas de
las variables observadas debera ser mayor o igual al nimero de parametros desco-
nocidos en 0, esto es:

(6.97) ts(lé)(p+q)(p+q+1)

Donde, p+q es el nimero de variables observadas y t es el nUmero de pardmetros
libres en 6.

6.10.3.2. Regla del B nulo

En un modelo multiecuacional donde las variables que no son enddgenas afectan a
alguna variable enddgena, la matriz B es cero. Veamos:

Vi =TuX; TT X, 7,

(6.98) V2 =T X, +T X5 +7,
covlx, v, )=0vi=123;j=12

La matriz B es cero dado que y, no afecta a y,, ni y, afecta y,. De esta forma se
establece que la identificacién de algin modelo donde B es cero, los parametros
desconocidos en I, @ y W son funciones de los parametros identificados de .
Sustituyendo B=0 en (6.96) y particionando Z, obtenemos:

(6.99) Ly Ly

[rorv ro
S Zel

or’ ()
Como puede observarse ®= 3, , por lo cual @ es identificado. Por otro lado:

(6.100) @I''=x =X _ I''=T''=X1>
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De estaforma, I es una funcién conocida que se identifica a partir de las matrices de
covarianzas y que en si misma es identificada. También podemos observar que:

Y =3 -Tor’
S5 2 35 0 I o
S 30 S

(6.101)

Entonces, cuando B=0, ', ® y ¥, pueden escribirse como funciones de las matrices
de covarianzas identificadas de las variables observadas. Si los errores de una
ecuacion no estan correlacionados con aquellos de las otras ecuaciones, en un
sistema (W es diagonal), entonces esas ecuaciones pueden tratarse como separa-
dasonorelacionadas. SiWno es diagonal y los errores de las Gltimas dos ecuaciones
estan correlacionadas, entonces tal modelo sera llamado "Seemingly unrelated
regresions". La regla B nula es una condicién suficiente para identificar un modelo.

6.10.3.3. Regla recursiva

A diferencia de la regla anterior, la regla recursiva no requiere que B=0; para aplicar
la regla recursiva B debera ser una matriz triangular, y ¥ diagonal. Una condicion
mas exacta para B, consiste en que ésta sea una matriz triangular inferior. Si ambas
condiciones se mantienen, el modelo esta identificado. Supongamos el modelo de
sindicatos de la grafica 6.3.c:

Vi =TpX, TV,
(6.102) V2 =Bubi +T%, 47,
Vs =Bay By, +15%, +7;

Una propiedad para todos los modelos recursivos consiste en que para una ecua-
cion dada, el término de error yno esté correlacionado con las variables explicatorias.
De estaforma, cov (x,,Y,) =0, cov (X, y;) =0y cov (X,, Y;) =0, y de igual forma para
coV (Y, Y1)= coV (V,,Y-X,*+Y;) = 0. Asi, y, no esta correlacionado cony, y x,, las dos
variables explicatorias de la segunda ecuacion, y de igual forma cov (y;, y;)=0y
cov (vs, ¥,)=0. En general, para la i-ésima ecuacion en algin modelo recursivo, y, no
esta correlacionado con las variables enddgenas, las cuales son variables explicatorias
en esa ecuacion; esto se debe a que las variables enddgenas estan en funcion de las
variables exdgenas y de los errores de las otras ecuaciones, los cuales no estan
correlacionados con y;.

6.10.3.4. Condiciones de rango y orden

Siuna condicion de restriccion en una ecuacion se determina a partir de las variables
excluidas, entonces "una condicién necesaria para que una ecuacion sea identifica-
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da consiste en que el nimero de variables excluidas de la ecuacion sea al menos
p-1". Considere el modelo:

6.103) ¥, =BV, )2 +v,

Multiplicando ambos lados por N y tomando el valor esperado:

6.104) o' =[B 17, ]Z,.

Si By Y, son funciones solamente de los elementos de las covarianzas de @', y 2,
ellos son identificados. Una condicidon necesaria consiste en que el nUmero de
ecuaciones en (6.104) sea al menos igual al nimero de parametros libres descono-

cidosen [B'l. | Y'i] . EInumero de ecuaciones es el nimero de elementos en ¢'y, , esto

es, g. De esto se sigue que q covarianzas con y, resultan de q variables en x. El
numero de parametros desconocidos en B', es (p-1) y en y, es g. De esto se deduce
que, con g ecuaciones en (p-1) + q desconocidos, B', y Y, no pueden ser identifica-
dos, entonces los (p-1) + g desconocidos deberan ser reducidas a q.

La condicién de orden se define propiamente como "si las variables excluidas son
solamente el tipo de restricciones, entonces las (p-1) variables deberan ser excluidas
de la i-ésima ecuacién para que sea posible la identificacién" Bollen. Suponga el
siguiente modelo:

Vi 0 B, 0|y T, 0 v Y1
(6.105) |y, |=|By 0 Oy, |+ 0 1, I:xl]" Y2
¥3 Bsy Bi 0 0 0 ? T3

Y suponga que en la primera ecuacion 3,; Y y;, N0 sean restringidas a cero, entonces:

(6.105.1) V; =By, + By +1,X, +7,,X, +,

El cual tiene la misma forma que (6.103). Multiplicando ambos lados por las
variables exdgenas y tomando valores esperados:

cov (yl ,x]) =B, cov(yz,xl)+ [ cov(yg,xl)+y” var (xl)+y " cov(x2 ,x,)

(6.105.2)
cov(yl,xl) =B, cov(yz,x2)+ By cov(y‘},xl)ﬂ/12 var(x2 +7,, cov (xl,xz)

El resultado son dos ecuaciones para cuatro desconocidas (B,,, B1z, Vi1, Yi2) Y €S Claro

entonces que una unica solucion no es posible, la condicion de orden requiere (p-1)

0 2 exclusiones de la primera ecuacion. La especificacion de ,,=0y y,,=0 satisface

este requerimiento, asi que a partir de la primera ecuacién, se encuentra una condi-

cion suficiente para la identificacion.
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Unaforma pararevisar la condicién de orden paratodas las ecuaciones en el modelo
consiste en formar una matriz C, la cual es [(1-B)] -I']. Asi, para cada fila se cuenta
el numero de ceros, si una fila tiene (p-1) o mas ceros, esta es una condicién de
orden. Para el ejemplo anterior, tendremos:

1 _Blz 0 Ty 0
(6.1053) C=|-B, 1 0 0 -1y
_B31 _B32 1 0 0

Cadafilaen (6.105.3) tiene (p-1) 0 2 exclusiones, asi que se satisface la condicién de
orden. De igual forma la condicion de orden nos brinda una regla para detectar
sobreidentificacién para modelos norecursivos. Con Wlibres de sobreidentificacion,
ésta podra ocurrir si es posible producir una nueva ecuacién con la misma forma
pero con pardmetros diferentes de una ecuacién anterior, a través de usar una
combinacion lineal de las otras ecuaciones en un modelo, esto ocurre cuando dos
0 MA&s ecuaciones tienen restricciones idénticas, veamos:

(6106) Vi = Blzyz +’511x1 +T12x2 +’y1
Vo = BaVi TTnX, +7,

Suponga que se excluye x, de ambas ecuaciones (1,,=T,,=0), entonces la matriz C
sera:

1 - Blz “Tu 0
(6.106.1) | B 1 0 0
21

La condicion de orden para ambas ecuaciones consiste en hallar si cada ecuacién
tiene una exclusion (p-1). Multiplicando la segunda fila de (6.106.1) por una cons-
tante a y al sumar este resultado a la primera fila, se obtiene:

(6.106.2) {1_521" =P +a -1y 0}
T - By 1 0 0

Dividiendo cada elemento de la primera fila por (1-a3,,) se obtiene:

1 _Bl*z _Tl*l 0

C" =
(6.106.3) b1 o 0
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Donde B, = M y—1; = T Laprimeraecuacion representada por
I1-af, (1 - aBzz)

laprimerafilade C*en (6.106.3) tiene lamismaformay las mismas variables excluidas
que Cen (6.105.3). De esta forma, existira un infinito conjunto de valores para *,, y
de 1*,, pero que no son iguales al verdadero B,, y T,;, €S por estarazén que B, y T,
no son identificados incluso cuando se satisface la condicién de orden. Este procedi-
miento es sencillo con dos ecuaciones, pero en sistemas complejos multiecuacionales
no es tan viable. Para determinar la regla del rango con C { [(I-B)] -I'] } revise la
identificacion paralai-ésima ecuacién, borre todas las columnas de C que no tengan
ceros enlai-ésimafilade Cy use las columnas que quedan para construir una nueva
matriz C. Y de esta forma, una condicion suficiente y necesaria para la identificaciéon
de la i-ésima ecuacién consistira en que el rango de C, sea igual a p-1. Esta es la
condicion de rango de Bollen.

A manera de ilustracion considere (6.106) y la C matriz es (6.106.1) y examinemos
la identificacion de la primera ecuacion: solamente existen ceros en la primera filaen
la cuarta columna, de esta forma se borran las 3 columnas y C; queda como:

0

6.106.3.1) C; = 0

Dado que el rango de una matriz o vector es el nimero de filas independientes y
columnas, conambos elementos de C, cero, surango sera cero; con unrango menor
que uno, la primera ecuacion no es identificable como se demostré anteriormente.
Para la segunda ecuacion de C en (6.106.1) C, sera:

Yy 0

6.106.3.2) C, =
( ) €, 0 0

Excepto cuando y,; es cero, el rango de C, sera uno, lo cual satisface la condiciéon
de rango y entonces la segunda ecuacion es identificada.

Haavelmo (1953) desarrolla un modelo de propensién marginal a consumir, esto es,
la parte del ingreso disponible para comprar bienes de consumo. De esta forma, si
este ingreso es igual a los gastos en inversion (x;), a un gasto en consumoy, y los
gastos en consumo estan en funcion del ingreso disponible y, mas un término de
error vy, el sistema de dos ecuaciones sera:

Y=Y+ X,

(6.107)
Yy =Bl +7;
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Entérminos matriciales:

o[22 A g e

La matriz C sera:

61072) c<| T TPz~ 0
-B,; 1 0 0

La matriz, C, sera:

-1
6.107.3) C, =[ 0 }

El rango es uno, lo cual satisface la condicién de rango, por lo tanto es identificada.

6.10.3.5. Resumen de las reglas de identificacion

Las reglas de identificacion para ecuaciones estructurales con variables observadas
asumiendo que no existen errores de medicion, esto es y = By +1 . +vy, sera:

Reglas de EvallGa Requisitos Condicién Condicion
identificacion necesaria suficiente
t-regla Modelo t< (1/2)(p+q)(p+q+1) Si No
Regla B nulo Modelo B=0 No Si
Regla recursiva Modelo B triangular, ¥ diagonal No Si
Condicion de Orden Ecuacion Restriccion > p-1, W libre Si No
Condicién de rango Ecuacion Rango (C) = p-1, ¥ libre Si Si

6.10.4. Estimacion

El procedimiento de estimacién se deriva de la relacion de la matriz de covarianzas
de las variables observadas a los parametros estructurales. De esta forma:

_| @-B)' Cor+¥XI-B)" (I-B)'T®
6.108) 2.0)= or'(i - B) o

Si el modelo de ecuaciones estructurales es correcto y los parametros de la pobla-
cién son conocidos, entonces X sera igual a Z(8). La forma de estimar el modelo de
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ecuaciones estructurales se realiza a través de una funcién de maximo verosimilitud,
donde dicha funcién se ajusta maximizando:

(6.109) F,, = Log|X(0)| +traza (S > (9)} Log | S|-p+q

Donde S es la matriz de covarianzas paray, y x;. A través de este procedimiento se
obtendran estimaciones maximoverosimiles. Mora (1997), supone el siguiente mo-
delo: Supdéngase que el paisaje rural es una variable latente. Debido a que existen
diferentes caracteristicas que determinan un paisaje supondremos que este tiene
cuatro indicadores principales, como se observa en la siguiente grafica:

P =%1,E+9,
P, =h,E,+86,
Py =258, +9;
Py =280 +9,

Con

(6.110) p; =A,E,+ ;
£(8,) =0;cov(E,, 0, ) =0V : in;8,(0,6,°)

Donde el paisaje p*; eslavariable latente y &; es el verdadero paisaje. EI P indicador
del paisaje en P’; sirve comoindicador de lavariable latente &, , el verdadero paisaje.
Sin pérdida de generalidad, si el indicador es centrado alrededor de cero, de tal
forma que P* tiene un valor extremo, con los pardmetros consistentes de los
elementos de A, la varianza de P*,, @, y la varianza del error. Tomando segundos
momentos a ambos lados de la ecuacién (6.110)
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(6.111) > (0)=E(PP')=E(A,P+38)(P'A,+8,)=A,ON, +0O,

(6.112) Cov(&;)= A, DA, +O,=> (0)

o2l

Donde@)a: | P=(Dy)

S S D
S 2 <
S

Siguiendo a Bollen (1989), el modelo anterior puede ser identificado siempre que
t <1/2(p)(p+1), es decir, t <10 factores desconocidos. A través de (6.111) se obtiene:

(6113) Z(O) _ Aok Dy, ?Vzlzq)u +Vars, ,
sy Dy, Ak @y Ny @y +Vard;
2 -
Aurh Dy Myrhz Dy rash s Dy, Ayf Py +Vars,

En (6.113) existen 10 elementos desconocidos, escribiendo cada elemento en la
matriz de covarianzas P1, P2, P3, P4 en términos de sus correspondientes parame-
tros estructurales y haciendo A;;= 1 para escalar &, y poder identificar %(8), se
encuentran 9 ecuaciones con 9 elementos desconocidos, lo que lleva a una solucion
para los parametros desconocidos. Con este resultado, se calcula (6.113). De Saris
(1978) se conoce ademas:

-1
(6.114) P" = DA, > P,

Se podra observar ademas que P ;_; ,, esunindicadorimperfectode p*;si o >0

ysic; =0P;_, ,, esunindicador perfecto de p*;. Entonces, obtenemos (6.114)

como una aproximacion del paisaje y su funcién de verosimilitud vendra dada por:

N e W -1
(6.115) likelh:ﬂZ(@)ﬂ_7e B s > 0007

'

P
Donde S, = T . Para estimar (6.115) se requiere estimar (6.113) a través de

maximaverosimilitud; los resultados encontrados usando una encuesta sobre paisa-
je, que se describe en el capitulo 9, fueron:
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1 0.01349

wi=| 00 | @, —poozsj @, = © 152026
0,467748 | ~ 11 =[0.00026] ©; = 0 0 0.012205
1,596955 0 0 0 0.019107
0.013288

Z(G )= —0.00596 0.015987
| -0.00012 —0.00279 0.012148
—0.00042 -0.00952 -0.00019 0.018442

Bollen (1989), provee el siguiente contraste de sobreidentificacion:

©6.116) FmL | 52.6) Z—LH|Z(9)\+Tr SE(G) —Log|s|—q

Y FML =~ qu,gl donde Ho=z = Z(e) MAIC= Min AIC. El resultado encontrado

fue FML =0.389563; dado este valor, bajo H, no existe sobreidentificacion, esto es,
no existe suficiente evidencia estadistica para rechazar H,,.
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Modelos de utilidad discreta

Generalmente las elecciones de los consumidores involucran elecciones discretas
COMoO usar gas o no, usar energia eléctrica o no, comprar un automévil o no, etc.

En los capitulos anteriores hemos considerado a un individuo que elige una alterna-
tiva de un conjunto de elecciones finitas A. Si en A se cumplen los axiomas de
completitud, reflexividad y transitividad, y dado que A es finita, entonces una alterna-
tiva Optima a* 00 A para el individuo esta definida como la alternativaa*=a 0 a 0A,
por lo cual es posible encontrar una funcién de utilidad que represente las preferen-
cias individuales,esto es, existe una funcion U(0)] que satisface la propiedad U(a*) =
U(a) siy solo si a* = a cuando la alternativa a* maximiza U sobre A.

La anterior aproximacion ha sido criticada por sicélogos como Thurstone (1927),
Luce y Supes (1955), Tversky (1969) y por economistas como Georgescu-Roegen
(1958), Quandt (1956) y Macfadden (1981, 1986), ya que implica fuertes postulados
sobre el poder discriminatorio de los agentes, asi como una capacidad ilimitada de
procesar informacion.

Para Tversky, cuando se realiza una eleccion entre varias alternativas, las personas
parten de experiencias inciertas e inconsistentes. Esto es, las personas no estan
seguras sobre cual alternativa deberian seleccionar, asi como tampoco toman siem-
pre la misma eleccion bajo condiciones parecidas. Este comportamiento, aparente-
mente irracional, lleva al autor a concluir que "el proceso de eleccion debe ser visto
como un proceso probabilisticao” (Tversky, 1972, p. 281).

Naturalmente, deberemos preguntarnos qué factores determinan dicha probabili-
dad. Es decir, el comportamiento de los agentes es intrinsecamente probabilistico o
el modelador no puede representar el comportamiento del consumidor, o ambos.
Con respecto alo primero, Quandt (1956) arguye que una alternativa puede ser vista
como un conjunto finito de caracteristicas, donde las preferencias son definidas
directamente sobre las caracteristicas e indirectamente sobre las alternativas.
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Para Quandt, puede que las personas, en alguna ocasion, consideren algunas caracteris-
ticas de unaalternativa y/o cometan un error al evaluar laimportancia de una caracteristica
asociada con una alternativa; de esta forma, las circunstancias bajo las cuales las
elecciones son efectivamente realizadas pueden "perturbar' la percepcion y/ o la
deseabilidad de una alternativa. Quandt cita el siguiente ejemplo: Un hombre que
compra vino, podria comprar una botella sin tener en cuenta la cosecha, pero ante la
presencia de un catador de vinos él podria comprar un vino de mejor cosecha; de esta
forma, el comportamiento individual podria cambiar de acuerdo con factores externos,
sin que las preferencias individuales sobre las caracteristicas hayan cambiado. Desde
este punto de vista, el proceso de eleccion es intrinsecamente probabilistico.

Para Manski (1977), la falta de informacion lleva al modelador a determinar reglas
probabilisticas de eleccion en los individuos mas que la falta de racionalidad.

Ambas interpretaciones llevan a un esquema probabilistico donde se pueden dife-
renciar dos familias de modelos: La primera familia parte de que laregla de decision
es estocastica mientras la utilidad es deterministica (Luce, Tversky). La segunda
familia parte de unaregla de decisién deterministica mientras la utilidad es estocastica
(Macfadden, Thurstone). Ambas familias pueden distinguirse a través de la naturale-
za del mecanismo aleatorio que gobierna la eleccién.

Otra aproximacion es realizada por Machina (1985), para quien el individuo maximiza
una utilidad deterministica definida sobre loterias en el conjunto de eleccién. En la
aproximacion de Machina la utilidad se define sobre las loterias, y las probabilidades
de estados alternativos de la naturaleza provienen exdgenamente'’.

7.1. Reglas de decision

7.1.1. Modelos con regla de decision estocastica

La interpretacién proviene de Tversky (1972a), para quien la utilidad de diferentes
alternativas es deterministica, pero el proceso de eleccién en simismo es probabilistico.
En este tipo de modelos el individuo no necesariamente elige la alternativa que da la
mayor utilidad; en lugar de esto, existe una probabilidad de elegir cada una de las
posibles alternativas, incorporando la idea de "racionalidad limitada" dado que los
individuos no necesariamente seleccionan lo que es mejor para ellos [Macfadden
(1981, pp.198)].

El primer modelo desarrollado bajo esta perspectiva es el de Luce (1959). Luce
muestra que cuando las probabilidades de eleccion satisfacen los axiomas de elec-

17. Los primeros trabajos originales al respecto, se deben a Von Newman y Morgensten (1944); posteriormente Pratt
(1964)y Arrow (1971), desarrollan las famosas medidas de aversion al riesgo Arrow-Pratt, y Machina(1985), trabaja
la generalizacion de la utilidad esperada.
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cion, una escala puede ser definida sobre las alternativas, de tal forma que las
probabilidades de eleccidn pueden ser derivadas de escalas de alternativas.

Elmodelo de Luce tiene como inconveniente que una nueva alternativa, que sea mas
que proporcional a las otras, reducira las probabilidades de eleccidn de alternativas
existentes que son similares y causara reducciones menos que proporcionales enlas
probabilidades de eleccion en alternativas diferentes (Anderson, et. al, pp. 23-25).

Tversky (1972), propone que la eleccion de una alternativa puede verse como un
proceso estocastico, en el cual las alternativas son sucesivamente eliminadas hasta
gque quede solamente una; para esto supone que cada alternativa estd compuesta
por una lista de caracteristicas, las cuales son binarias en términos de que las
alternativas poseen o no dichas caracteristicas (por ejemplo, un automovil puede o
no tener aire acondicionado, sonido, etc.). En el caso de caracteristicas que no sean
estrictamente binarias (verbi gracia, el nimero de kildbmetros recorridos por galén),
Tversky sugiere usar niveles de umbrales, por ejemplo si el carro puede alcanzar mas
o0 menos 30 Kilémetros por galdn, para convertirlas en binarias.

A cada caracteristica se le asigna una escala positiva o valor de "utilidad" expresando
la importancia de la caracteristica para el individuo. El proceso de seleccion de una
alternativa es el siguiente: Primero, una caracteristica se selecciona y todas las
alternativas que no posean esta caracteristica son eliminadas del conjunto de elec-
cion. Segundo, se selecciona como el criterio para eliminar aquellas alternativas que
guedan y asi sucesivamente. Si una alternativa queda, ésta es la alternativa elegida
por el individuo. Si varias alternativas quedan, ellas son elegidas con igual probabi-
lidad. La probabilidad de seleccionar una caracteristica como el criterio de eleccion
de las alternativas que quedan depende de la escala de valores. Como podran existir
secuencias de eliminacion diferentes, la probabilidad de elegir una alternativa parti-
cular eslasumade las probabilidades de todas las secuencias que finalizan con esta
alternativa. Esta aproximacion es muy parecida a la ordenacion de preferencias
lexicogréficas, sin embargo, es diferente debido a que el orden de seleccion de las
caracteristicas es aleatorio mientras éste viene dado a priori en el modelo lexicogréfico.

Para ilustrar el proceso de eliminacion de Tversky considere el siguiente ejemplo:
Existen tres alternativas A = { a, b, c } y siete caracteristicas i = 1,2,...,7. Cada
caracteristica se asocia con una escala de utilidad p;. Las alternativas en A son
discretas, por lo cual:

a=(U,0,0,U,,U;,0,U,)
b=(0,U,,0,U,,0,Us,U,)
c=(0,0,U,;,0,Us,Us,U,)

Donde cero indica que la alternativa no posee la caracteristica. Dado que la dltima
caracteristica U,, esta presente en todas las alternativas, ésta no es considerada en

M
el proceso de eliminacion. Simplificando, a partir de K =z U, debera mostrarse
i=1
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como P, (a) se determina. La alternativa a puede ser elegida sila primera caracteristica
es seleccionada, dado que no esté presente en b o en c. Este evento se debe asumir

U : :
que ocurre con probabilidad —L . Si la caracteristica cuarta o quinta es una de las

seleccionadas, entonces la alternativa a podra ser seleccionada como la probabilidad

de seleccionar la cuarta caracteristica que tiene una probabilidad ﬂ ,entonces ces

K

eliminado pues no posee esta caracteristica, la alternativa a se elegira por lo tanto con
una probabilidad P(a, b). La quinta caracteristica es seleccionada con probabilidad

U . . . -
—3 vy sieste evento ocurre b es eliminado y a es elegido con probabilidad P(a, c).
Dado que el proceso de seleccion de la primera caracteristica es un evento mutuamen-

te excluyente, tendremos:

_u,+U,P(a,b)+U,P(a,c)]

(7.1) Py(a) =
K
Donde P(a,b) = U, +Us yP(a,c)= v, +0,
U +U,+U;+U; U +U,+U,+U;

Observe que en P(a, b) la caracteristica cuatro es comin en ay b, por lo cual se
elimina. De igual forma en P(a, c) la caracteristica cinco es cominenby c. El
procedimiento mostrado por Tversky se resume en los siguientes pasos:

Paso 1: Elimine las caracteristicas comunes a todas las alternativas.

Paso 2: Seleccione una de las caracteristicas que permanecen.

Paso 3: Elimine las alternativas que no poseen esta caracteristica.

Paso 4: Deténgase silas alternativas que quedan tienen la misma caracteristica, de
otra forma regrese al paso 2.

Formalmente, suponga que existe una funciéon U no negativa que especifica la
utilidad para cada caracteristicay denétese S como el nUmero de caracteristicas que
estan presentes después de haber eliminado las caracteristicas comunes a las
alternativas en el conjunto de eleccion S O A. Finalmente, sea S, el conjunto de las
alternativas contenidas en S que contienen las caracteristicasi,i =1, 2, ..., S. En el
modelo de Eliminacion por Aspectos (EBA) propuesto por Tversky, la probabilidad
de que la alternativa a 00 S sea elegida vendra dada por:

s
o P,(a)
~1

M
2.U,

j=1

(7.2) Ps(a)= £
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Cuando todas las caracteristicas son comunes a todas las alternativas en S y

Ps(a) =M donde|S| es elnamero de elementos en S. Como se puede observar (7.2)

es recursivo, esto es, P4(a) es el peso de la suma de las probabilidades P (a) donde
a ha sido elegido del conjunto de S, alternativas teniendo las caracteristicas i en comun,

U

i=1,2,..,S. Los S
pesos U
j=1 "7
caracteristicas j =1, 2, ..., S y las probabilidades P (a) son definidas por (7.2).

k, representan las probabilidades de seleccionar las

7.1.2. Modelos con utilidad estocastica

Existen dos versiones tradicionales de los modelos de utilidad estocastica. El prime-
ro proviene de Thurstone a partir de la teoria sicoldgica de la eleccion individual y el
segundo proviene de Macfadden en la version econdmica de la eleccion discreta.

El modelo de Thurstone tiene su origen en una serie de experimentos donde se les
preguntaba a los individuos acerca de comparar intensidades de estimulos fisicos,
por ejemplo, el rango de tonos en términos del ruido. Dada la variabilidad en las
respuestas, Thurstone propone que un estimulo provoca una "sensacion" o un
estado sicoldgico que es la realizacion de una variable aleatoria. De esta forma, "las
utilidades se asumen que varian de un momento a otro , y el proceso de decision
consiste en unareglafija de escoger la alternativa con la mayor utilidad momentanea"
Edgell y Geisler (pp. 266).

Considere un individuo compuesto por varios homo-econémicos. Cada tipo obede-
ce a la teoria neoclasica, y dependiendo del estado de la mente del individuo un
homo-econdmico en particular es seleccionado, por lo cual el individuo se comporta
racionalmente segun una utilidad deterministica. De acuerdo con esta aproximacion,
los valores de las alternativas en A deberén ser considerados como variables aleatorias,
U, +¢,.,U, +¢,, las variables U, ,..., U, son escalas de valores asociados a
alternativas constantes mientras que €, ,..., €, Son variables aleatorias. Suponga que
la funcion de distribucion acumulativa de € = (g,,.., €,) €s continua con respecto ala
medida de Lebesque [Pr(g-g=a=0)a constante ei#]]. Sig tiene media cero
(de lo contrario la media de €1 puede ser adicionada al escalar |, ), las probabilidades
del conjunto de eleccidn vienen determinadas por:

(7.3) PA(i)zPr[pi-i-si = ngax(Uj +8j):|, i=1,..n

j=1,..,n
Laversion de Macfadden es conceptualmente diferente: considere una poblacién de
individuos haciendo la misma eleccién sobre el conjunto Ay determine la fraccién de
la poblacién que elige una alternativa determinada. La poblacion total puede ser
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dividida en subpoblaciones tales que cada subpoblacién sea homogénea con respecto
a ciertos factores socioeconémicos observables (ingreso, edad, profesion, etc.). Cada
individuo se supone que tiene unafuncién de utilidad determinista U definida sobre A. Sin
embargo, elmodelador podra observarimperfectamente las caracteristicas que influencian
las decisiones individuales y entonces tendra un conocimiento imperfecto de la funcién
de utilidad U. La funcién U se descompone en dos partes, una parte: i que representa
la parte conocida de la utilidad y definida sobre las caracteristicas observables, y la otra
parte, e, que representa la diferencia entre Uy p . Para cada i =1, 2, ..., n la utilidad
deseada de la alternativa i puede escribirse como:

(74) U =p,+e, , ,~(0,0?)

Pensando que el comportamiento es deterministico, para el modelador es imposible
predecir exactamente la eleccién del individuo dado que él no puede ser observado.
Esto es posible, ya que cada miembro difiere de los otros en la subpoblacién
considerada con respecto a las caracteristicas no observables y los factores que
influencian al individuo en su eleccién. De esta forma, U, puede ser modelado como
una variable aleatoria:

(75) U,=U, +g,

Aqui U, es la utilidad observable y refleja las preferencias de la subpoblacién para la
i-ésima alternativa y €, toma en cuenta las diferencias entre los gustos en los indivi-
duos de la subpoblacién. La probabilidad de que un individuo aleatoriamente selec-
cione la alternativa i viene dada por:

(7.6) P,(i)=Pr(U,= Mmax Uy, i=1,.n

Existen diferentes fuentes de incertidumbre: caracteristicas no observables, variacio-
nes no observables en las utilidades individuales, desconocimiento de la cantidad de
caracteristicas observables y finalmente, especificacion funcional errénea [Manski
(1977)]. El modelador podria estar satisfecho si pudiera agrupar una poblacién y si
en la funcién puede incluir los principales factores observables. Podemos observar
entonces que aun cuando entre (7.3) y (7.6) existen diferencias epistemoldgicas, a
un nivel agregado, como observa Macfadden, las "variaciones intraindividuales e
interindividuales en los gustos son indistinguibles en su efecto sobre la distribucién
observadaenlademanda” (pp. 205), lo cual indica que (7.3) y (7.6) tienen las mismas
probabilidades de eleccién. Consideremos a una poblacién de individuos, los cuales
son estadisticamente idénticos e independientes, lo cual significa que las elecciones
estan gobernadas por la misma distribucién de probabilidades, aunque las eleccio-
nes actuales difieran entre los individuos. Esto implica que la probabilidad de un
individuo de elegir una alternativa particular es independiente de las elecciones
realizadas por otros individuos. Bajo este supuesto, la distribucién de eleccién es

multinomial con media X ; dada por X;=NPA(i),i=1,2,..,n,lacual eslademanda
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esperada para la alternativa i. Si N es suficientemente grande, X; es una buena
aproximacion de la demanda agregada, dado que la desviacion estandar de la

distribucién de la funcién de demanda decrece a una raz()n%/ﬁ .

7.2. Funciones de densidad para elecciones discretas

Para determinar las probabilidades de eleccién, se debera especificar la distribucion
de las variables aleatorias €. Estas probabilidades para una serie de distribuciones,
como la del modelo de probabilidad lineal, del Logit, el Probit y el Multinomial,
se conocen como modelos de eleccion binaria. Sea f(X), la densidad &€ donde
€ =¢, - g tendremos:

U,-U,
(7.7) Pa@ =] f(x)dx

Donde (7.7) es el valor de la funcién de densidad acumulativa de € sobre U, - U,.

Supongamos que ¢ esté distribuido uniformemente en el intervalo [-L , L] , entonces:

1 .
(7.8) f(x)= Z,SlXe[—L,L]

0, De otra forma

Por lo cual la probabilidad de eleccion para la alternativa 1 sera:

0,8iU,-U,<-L
u+1,5i—LSUI—U2 <L
2L 2

LSiL<U,-U,

(79) P, (1)=

Este modelo es conocido como el Modelo de Probabilidad Lineal, ya que la proba-
bilidad (7.9) es lineal sobre el intervalo [ -L , L ]. Consideremos ahora que € se
distribuya normalmente y que €, y €, se pueden ver como variables independientes
no observables. Suponga que ¢; ~ (0,0,2) y &, — (0,0,%2) y que la covarianza entre
€, Y €, estara dada por g,, , entonces € ~ (0, g,, + 0,2 - 20%2) y obtenemos:

(710) PA(1)=_ 1
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El cual es un Probit. Si asumimos que € se distribuye logisticamente, la funcion de la

1
distribucion para € viene dada por (=X, ,lamediade € es ceroy su varianza es
I+e "

TEZ},LZ

. La probabilidad de elegir 1 viene dada por el Logit definido como:

1
(—U;—U;)}

(711) P, (1) =
1+e[ #

Y Pa(1)

GRAFICA 7.1. Modelo Probit.

Us Ui

La grafica anterior se define paravaloresde0 <" <p”~ <. Lapendiente sigmoidal
de la curva es mas pronunciada para valores mayores de [ . La curva tiene un punto
deinflexionen ' - 4’ 'donde P,(1) =% . P,(1) es decreciente o creciente en i cuando
U, es mayor o menor que U, . Un modelo de eleccién deterministico inicialmente se
puede definir entre los siguientes tres modelos: Probabilidad Lineal, Probit y Logit.
ParaL - 0en(7.9)conU,#U2,P,(i) = 1siysolosiU,=max{U, , U?}. Este también
es el limite para el modelo Probit cuando o —» 0y en el Logit cuando @ —» 0. Cuando
L, oy ptiendenainfinito, el comportamiento individual esimpredecible completamente
y entonces P,(1) = P,(2) =%.
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7.3. Funciones de utilidad y funciones indirectas de utilidad

Un individuo consume de acuerdo con una funcion de utilidad definida sobre los
bienes X,,......X,y Z, siendo Z el numerario. La utilidad del consumidor podria también
depender de una serie de atributos de los bienes X', denotadas por b,,.....b,, los
cuales son tomados exdgenamente; adicionalmente las preferencias podrian de-
pender de caracteristicas propias como la educacion, la raza, la cultura, la edad...,
etc., representadas por el vector S8, De estaforma, la funcién de utilidad se escribira
compactamente como U( X, b, Z, S, €), donde € es unavariable aleatoria con alguna
funcién de densidad conjunta fI (g,,..... €,), sobre U. Un supuesto adicional consiste
en que los X's sean mutuamente excluyentes, esto es, un individuo no puede rentar
su casa y vivir alli mismo por lo cual X; X; = 0 O i#j.

Suponga que el consumidor decide consumir solamente el bien j; condicionado

sobre esta decision, su funcién de utilidad sera una funcion de X;y Z, por lo cual la
utilidad vendra definida por:

(712) U =UQys0; X;:0,,0 b, b, ; Z; S5 )

Suponiendo que existe débil complementariedad, la utilidad directa condicional
puede escribirse como:

(7.13) U = U, Xj,bj,Z,S,s)

El consumidor maximiza sobre larestriccion tradicional de presupuestoy no negatividad
para X; y Z. Asumiendo estricta cuasiconcavidad en g7;, enrelacion con Xy Z la

solucién viene dada por X; > 0. Las funciones de demandas Marshallianas ordinarias
seran:

(714) X, =X,(p,,b,,Y,S,¢)
z=2(p,,b,,¥,S,¢)=-Y - p,X,(p,,b,,¥,S,¢)

Y lafuncién indirecta de utilidgd vendra dada por:

(7.15) V,(p,,b,,¥,S,¢)=U,| X,(p,,U,,¥,S,¢),b;,Z;(p,,b,,¥,S,£)S,¢

Siendo Vj cuasiconvexa, decreciente en p;y creciente en Y. Usando la identidad de
Roy para encontrar la demanda marshalliana obtenemos:

18. La introduccion de S se debe originalmente a los trabajos de Pollack y Wales (1979).
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_afj(pj,bj,Y,S,g) /op,
oV, (p;sb,,Y,8,e)/8Y

(7.16) )?j(pj,b,,Y,S,S) -

Las Cantidades Xj, Z yV j son cantidades conocidas para el consumidor pero dado
que las preferencias se observan incompletamente, éstas seran variables aleatorias

desde el punto de vista del investigador. Sea X ;,Z yV; la densidad conjunta de

V15esVu denotada por f,(-) y F (.) la distribucién acumulativa. Si la eleccién

. . .V .
discreta, por medio de la cual un bien puede ser seleccionado se representa por un
conjunto binario de indices de valores de la forma:

5,=1, si X,>0
5,=0, si X;=0

Entonces la eleccion puede ser expresada en términos de las funciones condiciona-
das de utilidad indirecta como:

1) 5oovse = 1 1 5i 1, (pb Y52V (pubs¥, 8,9 i
0 , De otra forma

Para el observador, los indices discretos de eleccién son variables de medicién
E(d)=m que vienen dados por:

Prob {Z(pj,bj,Y,S,g)z Vi(pi,b,,Y,S,¢) w}
(7.19) Ti(p.b.Y:S.e) =
= JF,j(u,...,u)au
vV

—o0

Donde F.” es la derivada de F (.) con respecto a su i-ésimo argumento. De (7.18)
vV Vv

nosotros sabemos que las demandas estan condicionadas a la existencia de los
indices, por lo cual:

(7.20) X, (p,b,Y,S.e) =5 (p,b,Y,s,s))?j(pj,bj,y,s,g)Dj=1 ....... N
V(p,b,Y,S.8) = Max[¥V,(p,, B,,¥ , S, & Yuvereerees Viy (P » By, ¥, S,€) ]
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Dado que V(.) es cuasiconvexa, la solucidn de esquina puede representarse como:

U(X,b,Z,Se) € avi(p,.b,¥,8,¢)
\ op;

Al

N

XJ b

8 (0bYS,8) X, (p,.5,.Y.5.¢)

X P,
GRAFICA 7.2. GRAFICA 7.3.

En el punto A, grafica (7.3), la utilidad indirecta al precio j es maxima. A estos precios
se cumple (7.17), y dada la funcién de utilidad, la demanda de X; cuando g =1 se
obtiene en el punto A, gréafica (7.2). Para encontrar las distribucio-
nes de probabilidades de X; y V, suponga que existe un conjunto

de fe se puede construir como j;:|seAja esto es, la densidad conjunta de g,,...,&
dado que € O Aj y cuando el bien j es seleccionado, la probabilidad de

densidad de X’ ; Sy oes, (X) = Pr {)g =X|ee 4, } puede ser obtenida defs|8€Aj

De estaforma, la probabilidad de densidad de X;, f X; (X) = Pr{ X=X} tomaralaforma:

N I-TI;X=0
(7.21) fvj( ) - ijXj|seAj (X)’.X >0

Asi, una vez especificado el modelo, uno puede construir las densidades F yfgeeA_
v leed,

J

las cuales son usadas en la funcién de probabilidades de eleccion discreta y las
densidades condicionadas y no condicionadas de las X;”s. Por ejemplo, si N fuese
igual a dos se puede establecer que:

—0V1(p;,b,,Y,S,8)/ p, S (py.b,,Y,8,6)>V2(p,,b,,Y,8,5)

(7.22) x = a;l(p,,b,,Y,S,s)/aY

~oV(p,,b,,Y,S,c)/op,

s De otra forma

oV :(p,,b,,Y,S,e)/0Y
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Cuando hay T individuos y j * es el indice seleccionado por el i-ésimo individuo y X*
el consumo observado sobre este indice para un individuo, la funcion de verosimili-
tud para la muestra vendra dada por:

T e T £l
(7.23) L= HfX,»z(X’ )=11 {fx,ﬁ loca. (X, )Hf,}
t=1 t=1 a i

En principio (7.23) puede ser obtenido por maxima verosimilitud, sin embargo
Haneman(1984) sostiene que en la practica las ecuaciones normales podrian tener
multiples raices, y amenos que se comience con un estimador inicial consistente, no
existe garantia de convergencia a un maximo global. Usualmente se sugiere el
procedimiento de dos etapas de Heckman, esto es, encontrar por maxima verosimi-
litud, usando un Logit, el conjunto de parametros que seran consistentes pero no
eficientes dado que ellos ignoran la informacion contenida en datos continuos; con
estos parametros, uno puede entonces obtener estimadores consistentes de (A, / W),
y realizar una regresion para elecciones continuas donde el modelo vendria determi-
nado por:

2

(7.24) LnP.X,. = Ln®,+nY,+(p—1)(nLny, e[ﬂr +0.57220) + Vit =1,..,T

HZ 2
Con Vt's iid, EV(11,-0.57222y1) ; E(V)=0 ; Var V= —F_

Finalmente, se puede usar la subrutina Maxlik del programa gauss y obtener estimadores
eficientes, o usar el programa LIMDEP.

7.4. Elecciones discretas con productos diferenciados

El consumidor representativo es un agente cuya utilidad nos muestra un conjunto de
preferencias diversas. Ya que en la practica los consumidores tienden a comprar,
solamente una, o en todo caso muy pocas de las variantes de un producto que se les
ofrece, el consumidor representativo ha sido bastante criticado!®. Como bien lo han
sefialado Archival, Eaton y Lipsey (1986), la cuestion sobre cuando el consumidor
representativo puede constituir una descripcidn agregada valida de una poblacion
de consumidores caracterizados por elecciones discretas en el &mbito individual es
un punto de discusién abierto.

En este sentido, el interés principal de esta seccion, consistira en mostrar como
encontrar un consumidor representativo para una poblacion de consumidores que
realizan elecciones discretas, dados unos supuestos sobre el proceso de eleccion o

19. Lo que produce soluciones de esquina o en el caso de que el consumidor adquiera mas de una variante soluciones
interiores.
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la eleccion de probabilidadesy cuéles serian las propiedades de la funcién de utilidad
correspondiente.

Suponga que existen m+1 bienes y N consumidores estadisticamente idénticos e
independientes. El bien 0 es perfectamente divisible y se toma como numerario. Los
bienes i= 1, 2, ....., m son los variantes de un producto diferenciado a los precios
Pi, ---» Pm- S€a A el conjunto de variantes donde la variante i se asocia a un indice de
calidad a;?°. Cada consumidor tiene un ingreso real Y con el que puede comprar una
unidad de una variante singular. Asuma que 0 < p; <Y lo cual asegura que cada
variante es alcanzable por todos los consumidores. Suponga también que la funcién
indirecta de utilidad derivada de la compra de la variante i viene dada por la siguiente
forma aditiva:

(7.25) vi:Y-pi+ai+si;i:1, 4]

Donde ¢, son las n variables aleatorias con una densidad f(X) y x = Xy, ..., X,. La
probabilidad de que un consumidor seleccione la variante i, viene dada por:

(7.26) P,=Prob[a-p,+ &=/ (a-p+e)]

= PrOb[ai'pi_'_si:j’Z;?,xm(aj'pj+€j)]

Lo que se conoce como utilidad aleatoria (LRUM). La demanda esperada para la
variante i, se define como:

(7.27) X;= NP,
La estructura particular de LRUM depende del modelo en cuestién. Suponga un

modelo multinomial, entonces la probabilidad de que un individuo elija una variante
i viene dada por:

(7.28) pi(a-p):Q] "’ )]ul. . .ui xjumxf(z,... X 2,)0Z,... 0Z,0x

La funcioén (7.28) debera satisfacer las siguientes propiedades:

Py Puy Am-1
O" T P(a,— p,yesa, —p, )
Primera Propiedad: |- L _Sl—om ZmZop,..

A op,..-0p,,

se también para P,,.

P;. debera cumplir-

20. Elindice de calidad a, resume todas las caracteristicas observables de la variante i. De esta forma, si la variante
i tiene varias caracteristicas observables y los consumidores tienen valoraciones idénticas e independientes
entonces a, es el producto de las caracteristicas observables con las valoraciones de los consumidores.
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. —aP"z—anv' j = L.m,i# j
Segunda Propiedad: p, 0 o J = ety 1 7 .
J

i

Tercerapropiedad: Paraalgin®00,P;,[a-(p+0)] =P;(a-p),i=1...m. Donde p+0
€s un vector con componentes p; +6, j= 1,...,m.

Cuarta propiedad: (le P,=1;i=1..m, con a - p;finitoy j #i.

4= p; )

Por la primera propiedad se tiene que las variantes de los productos diferenciados

: . N OP, . ., —
son débilmente sustitutas, lo cual significa que L>0;i,j=1..m,i# j. Porla

P,
segunda propiedad se garantiza la igualdad de las derivadas cruzadas de los pre-
cios. De (7.27) conocemos que la demanda es independiente del ingreso. Si estas
demandas son el resultado de la maximizacion individual, entonces las derivadas
cruzadas representan los efectos sustitucion en la matriz de Slutzky. La tercera
propiedad significa que la probabilidad depende solamente de las diferencias en
precios. La cuarta propiedad significa que todos los consumidores eligen unavarian-
te i con certeza cuando esta variante es infinitamente atractiva en términos de la
medida de utilidad { u; = a, - p; } cuando las otras utilidades son finitas.

De la primera propiedad, se puede deducir la funcion de distribucion acumulativa y
la funcién de densidad, las cuales se definen como:

(7.29) F(zy.... 2,) = jP1(0,t — Zyyeenst =2, J(1)O 2 0

-0

Donde y(t) sera una probabilidad de densidad univariada y derivando (7.29) encon-
tramos la siguiente funcién de densidad:

— am_lpz(o’ 21— Zyseees 21~ Zp)

(7.30) f(z4..ny Z0)
02,4..02,,

W(z;)20

Combinando ( 7.30) con (7.28) genera las probabilidades P,...P,,

7.4.1. Lafuncion de demanda
para un continuo de consumidores

Considere un continuo de consumidores igual aN cada uno con gustos deterministicos.
Un consumidor tiene un ingreso Y y compra una unidad de una variante de un
producto diferenciado. La funcién de utilidad indirecta condicionada viene dada por:
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(7.31) Vi=Y-p+a+e;i=1...m

Dondee,... e, describe las valoraciones de un consumidor para un conjunto de variantes.
Cada conjunto de valoraciones define un tipo de consumidor. Aunque los indices de
cualidades a,...,a,, Son comunes a todos los consumidores, las valoraciones son indivi-
duales y toman valores diferentes para consumidores diferentes. Las valoraciones se
distribuyen sobre 0™ de acuerdo con la siguiente funcién de densidad:

(7.32) g(e) =Nf(e)

Dondef(e) es ladensidad de probabilidades dec, ... €,,. Por construccién J g(e)de=N.
mm
El segmento de mercado para la variante i se puede definir como:

(7.33) S;={eOO™;V(e)2V,(e),j=1,..m. }

Mostrando el conjunto de tipos para los cuales la variante i es débilmente preferida
sobre todos los otros. De esta forma, la demanda total para i viene definida por:

(7.34) X, = jg(E)de; i=1,..,m

i

La cual esigual al total de consumidores en el segmento de mercado para la variante
i. Es importante observar que la funcién de densidad del consumidor cumple el
mismo papel que la funcién de densidad de probabilidades (7.26). Sin embargo, la
diferencia entre (7.26) y (7.34) es sustancial, pues la funcion derivada de la integra-
cién de las utilidades maximas sobre la densidad de probabilidades (7.26) puede ser
interpretada como la utilidad esperada del consumidor, mientras que la integral de
las utilidades méaximas de los individuos sobre la densidad de tipos producira la
funcién de riqueza a partir de la utilidad. Esta Ultima idea se desarrollara a continua-
cién. Suponga que la funcién de rigueza derivada de la utilidad se define como:

(735 v=w s+ Jmax(a-pte)g(e)de i i=ln,m

Rn"

Donde W = NY es el ingreso agregado. Note primero que V satisface las caracteris-
ticas propias de la funcion indirecta de utilidad (cap. 2, sec. 2.4.1, pag 20):

Primera propiedad . Vescontinuaenp,yW.

Segunda propiedad : V no es creciente en p, y es creciente en W.

Tercera propiedad : Vesconvexaen p..

Cuarta propiedad :V es homogénea de grado cero en todos los precios e
ingreso.
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La propiedad tercera se sigue del hecho de que laintegral de funciones convexas es
convexa,? la cuarta propiedad se mantiene en tanto p,,..,p, Y W se encuentran en
términos reales al dividir por el precio del bien 0, el cual es el bien numerario. Dado
que las utilidades individuales son lineales en el ingreso, la utilidad marginal del
ingreso es igual a uno para todos los individuos. Lo cual significa que un cambio en
cualidades o precios que aumentan a V aumentara las transferencias de ingreso en
todos los consumidores situandoles mejor que antes del cambio en precios o ingre-
so. El segundo término de (7.35) puede usarse para cuantificar los cambios en el
excedente del consumidor atribuible a cambios en precios y cualidades, lo cual se
puede ver también como una medida del beneficio del consumidor de introducir una
nueva variante.

7.4.2. El consumidor representativo multinomial

Suponga un consumidor con una funcién de utilidad aleatoria ;=Y -p,+a + €.
Las demandas esperadas vendran dadas por:

N expl(a, - p;) /u]
(7.36) X;,= Zexp[(aj _pj)/l"l] i=1,...,m.

J=1

Através de (7.35) la funcion de utilidad indirecta para un consumidor representativo,
se puede definir como:

L a.—p;
(7.37) V=W + NuLn zexp(Tj
=1

Con el fin de ilustrar estas funciones, suponga el caso de que m=2 las demandas
seréan:

exp[(a,— p;)/n] o
expl(a,—p,)/un] +expl(a,—p,)/n] '~

(7.36.1) x,=N 1,2.

Dado que las demandas para las variantes son independientes del ingreso y depen-
den multiplicativamente de N, debe esperarse una funcion de utilidad directa de la
forma:

(7.36.2) U =Nu(x, 1-Xx,) + X,

21. Cuando se normaliza con el precio del bien 0V es cuasiconvexa en todos los precios ( p,, p,,---,p,) [Anderson,
de Palma y Thisse (1992), (1995)].
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Donde x, =X,/ Ny X, es el consumo del bien numerario. Suponga que la restriccidn
presupuestaria viene dada por:

2
(7.36.3) Y=Y p,X,+ X

i=1
Y sustituyendo X, de (7.36.3) en (7.36.2) se obtiene:
(7.36.4) U =Nu(x,, 1-x;) +Y-p;Nx;- p,N(1 -x,)

Tomando las condiciones de primer orden, se encuentra que:

ou
(7.36.5) 5—)61 =(P.-P2)

De (7.36.1) se observa la condicién:

(a,—p,)—(a, _pz):|
n

(7.35.6) IL = exp{

1
Que también se puede ver como:
(7.36.7) p;-p,=a;-a,-uLnx,-Ln(1-x)]
Sustituyendo (7.36.7) en (7.36.5) e integrando para recobrar u:
(7.36.8) u(x;, 1-%x;,) =a;X; +a,(1-%x) -1 x,Lknx; - (1-x)Ln (1-x,)]

Donde la constante de integracion debera serigual a a,. A través de (7.36.2) se tiene
que la funcién de utilidad indirecta sera:

(7.36.9) V=N(a;x; +a,(1-x)-pu[x;,Lnx;-(1-x)Ln(1-x)] + X,

Dado que cada consumidor compra una unidad de una variante en el modelo de
utilidad aleatorio, el consumidor representativo comprara N unidades. Esto bajo el
supuesto de que la utilidad tiende a -« para otros consumos.

Finalmente, una funcién de utilidad para un consumidor representativo con deman-
das tipo Logit multinomiales vendra dada por:

ZaiXi—uZXi(LnXi—LnN)JrXo Si ZXi =N
i=1 i=1 i=1
— 0 De otra forma

(7.38) V =
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El Lagrangiano para el problema de la maximizacion del consumidor se define como:

(7.39) L= aX,—pn) X,(LnX,—LnN)+ X, 4%, (D X,~N)+1,(Y =X, - > X,)
i=1

i=1 i=1 i=1

Donde A, y A, son los multiplicadores Lagrangianos de las restricciones. Dado que
los precios e ingreso son tales que el consumo 6ptimo del bien numerario es positivo
A, =1, el conjunto de primeras condiciones para X; seré:

(7.40) a-ulnx,+1)-p,+A, =0,i=1,..m
La condicidn (7.40) puede escribirse también como:

(7.41) x,=exp (-1 +A/u)exp(a-p;)/ 1, i=1,...m

Si hacemosz X, =1seencuentra queexp (1-A/p) :Z exp (& -p;)/H, de donde
i=1 i=1

se sigue gque las demandas multinomiales representadas por (7.36) son similares a

(7.41).

7.5. Analisis de riqueza

En un analisis continuo se puede encontrar el excedente del consumidor a través de
integrar la curva de demanda compensada entre dos precios. Sin embargo, en el
andlisis discreto existiran puntos de discontinuidad y no-diferenciacién en la funcién
indirecta de utilidad y en la funcién de gasto, por lo tanto existiran problemas al
integrar las funciones. La demanda se podria modelar, como observan Smally Rosen
(1981), a través de tres aproximaciones:

Primero, pensar que los bienes son disponibles en cantidades continuas, pero
solamente en un pequefio nimero de variedades mutuamente excluyentes; un ejem-
plo seria una casa: usted podria alquilarla o vivir en ella, pero solamente la posesion
de la misma le daria una cantidad continua de usos para ser consumidas, como
clavar puntillas para colgar cuadros, pintarla de todos los colores y las veces que
usted quisiera, etc.

Segundo, los bienes pueden son disponibles en unidades discretas entre mas con-
sumidores elijan una o dos unidades, como en el caso del transporte para trabajado-
res, los colegios, las antenas parabdlicas, y en general muchos bienes durables.

Tercero, los bienes pueden ser comprados en unidades discretas pero debido a las no-
concavidades en la funcién de utilidad, llevaria al consumidor a elegir entre soluciones
alternativas de esquina. Por ejemplo, podriamos tener dos o mas televisores con diferen-
tes programas cada uno y observarlos al mismo tiempo; sin embargo, ver un sélo
programa podria generar mayor utilidad que ver dos programas al mismo tiempo.
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A continuacién se analizara primero el caso de un modelo con 3 bienes, dos de los
cuales son mutuamente excluyentes. Considere un consumidor con una funcién de
utilidad U=U(X,,,X;,X,) donde X, es el bien numerario, la utilidad es finita siempre que
X, 0X,sean cero. Como en el caso estandar, la utilidad se maximiza con larestriccion:

(7.42) X, +P. X+ PX, =Y ; X2 0 (j=1,2,n)

Por dltimo, se requiere que X, X, = 0 y asumiendo soluciones interiores, se llega al
siguiente teorema.

7.5.1. El teorema de Small y Rosen

Suponga un consumidor que maximiza sujeto a la restriccion (7.42) con una funcion
de utilidad dos veces diferenciable y estrictamente cuasiconcava. Asuma que U es
finito siempre que X; o X, sean cero, y que U es estrictamente creciente en X, y no
decreciente en X, y X,. Sea e(P,,P, ,U) el minimo gasto requerido para alcanzar el
nivel de utilidad Uy sea U” =V ( p;, p,,Y) el valor de la funcion indirecta de utilidad
alos preciosinicialesy elingreso; entonces la variaciéon compensada para un cambio

de precios en p, dep, ap} viene definido como:

rf
(7.43) e(p{,p,, U )-e(p;,p,,U" )= |X;(p,,p.,U" )op,

P
Y la funcién de demanda compensada para el bien 1 vendra definida por:

(7.44) X.°(P1,P2,U°)=X.(P1,P2.€(P1,P,,U%)
Adicionando un continuo de consumidores se obtiene:

i
(7.45) AE = JXIC(pI,pz,{Ul})api

p;

Donde U' es el nivel de utilidad inicial para el i-ésimo consumidor y (7.45) es el
excedente del consumidor. Considere ahora el caso de un bien comprado solamente
en unidades discretas cuando una gran parte de los consumidores eligen una o dos
unidades. Sea la funcién de utilidad U(X,,X;) donde X,>0y X, puede tomar valores
binarios de 0 y 1. La utilidad se maximiza sujeta a la restriccion presupuestaria
X,+X; p, = VY. Si X; = 0 la cantidad 6ptima de X, es igual a Y, esta caracteristica da

como resultado una funcién de gasto e, (U) condicionada sobre X, =0. Si X; esigual

a llafuncion de gasto €1 (p,,U) se puede encontrar. El punto de maxima utilidad esta
asociado con el minimo de estas dos funciones de gasto, entonces:
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(7.46) e(p,U) = min {o, U).¢, (b, U)}

oe
Dado que €. € 1son continuamente diferenciables en precios [—"= 0] excepto a los

op;
precios a los cuales €1 =€2 y e es continuo y diferenciable, las funciones de
demandas seran continuas, pero un conjunto de precios particulares y de ingreso
llevaran a soluciones de esquina en el cual el bien no es consumido totalmente.

Se puede observar que el rango de precios estara dividido por p,* (U), esto es, para
p,< p,* (U) una solucion interior en el bien 1 existe. De esta forma, las demandas

., . o ¢ -
compensadas y la funcién de gasto se derivan como X » , X ,°, cuando p, = p,* (U),
es por esta razén que una solucidn de esquina se alcanzay el bien 1 no es consu-

. . . e L,
mido; esta solucién viene determinada por X» ye por lo cual la restriccion presu-
puestaria requiere solamente que satisfaga la condicion:

(7.47) Xa“ (pogr) + P. (Pol) =@ (P1U ) TPy < p* ()
X" @) =e U) sipy2p* ()

Donde p,* (U) se define como el precio limite en el cual la demanda se hace cero
(precio maximo). De esta forma, la demanda compensada viene definida como:

(7.48) X<,(p,,U)=1 X "(PrU)sizp <p (U)
Xu(U), si:p,zp, (U)

. - Lim- -~
Que es continua en p,, de donde se infiere que el pligfle Puy )= ()

Cuando un bien es comprado en unidades discretas, pero existen no-concavidades
en lafuncién de utilidad, el consumidor elige entre soluciones alternativas de esqui-
na. Supongamos una canasta de 3 bienes donde las curvas de indiferencia entre
X;, X, y el bien numerario son convexas, entonces en cada vector de precios el
consumo tanto en X, como en X, podria ser cero. Los supuestos del teorema de Small
y Rosen garantizan que los U(X,,0,X,) y U(X,,X;,0) sean funciones bien definidas
manteniéndose el excedente del consumidor. Resumiendo, el excedente del consu-

midor se puede encontrar siempre que exista una funcion de gasto e (U ) dado que
dicha funcién es diferenciable en precios.
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8.

Aplicaciones de la teoria del consumidor
a la eleccion de ocio

La teoria y el analisis empirico nos han mostrado que los individuos producen y consu-
men teniendo como restricciones el ingreso y el tiempo. Ya hemos visto cémo el ingreso
se puede considerar de forma exdgena, sin exigir una mayor formalizacion. Sin embargo,
debemos preguntarnos, por un lado, de donde sale el ingreso, y por otro, como influye
en el tiempo cuando los consumidores toman este tipo de decisiones.

Existen limites en las restricciones para asignar el tiempo en ocio y trabajo. Como
anota Hamermesh (1998), existen restricciones bioldgicas, culturales e histéricas
que hacen que los consumidores asignen el tiempo entre ocio y trabajo. Aparte de
estas restricciones no econémicas, cambios en el precio del tiempo pueden inducir
a cambios en las restricciones de ocio y trabajo. Por esta razén, un incremento en el
valor del tiempo producira restricciones en las interacciones entre la familia, los
colegas, etc. Como observa Hamermesh, no solamente ha habido un cambio en las
horas trabajadas en este siglo, también ha habido un cambio importante en franjas
horarias no tradicionales, como de las 6:00 a 7:00 A.M y de las 5:00 a 6:00 PM. La
tendencia hoy dia consiste en trabajar mas horas en pocos dias, lo que ha llevado a
que se pase de semanas de trabajo de seis a cinco dias, como se puede observar en
la grafica:

GRAFICA 8.1: Distribucion de los dias
trabajados.
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De la grafica 8.1, observe como en 1991 el porcentaje de individuos que trabajaba 6
dias disminuy®é.

Supongamos un individuo o un hogar, compuesto por un trabajador, cuya eleccion
consiste en la compra de diferentes canastas de bienes, a un vector de precios
dados. Estas compras pueden realizarse con un ingreso no laboral m y un ingreso
laboralwL. Donde w eslatasade salarioy L es la cantidad de tiempo que el individuo
elige trabajar. Formalmente tendremos:

(8.1) u+wL=Zpix,.

Por el axioma de Insaciabilidad, se garantiza la igualdad. Adicionalmente x;, 2 0 y
Vi T=L=0, por lo cual no se pueden comprar cantidades negativas de los bienes
y la oferta de trabajo no puede exceder el tiempo total del individuo.

Una mejor especificacion podria partir de que el tiempo dedicado a trabajar es de 24
horas menos el tiempo necesario para dormir y otras tareas minimas de manteni-
miento, como aseo, comida, etc.

En el largo plazo los individuos podrian elegir las horas que trabajen a través de la
eleccion de diferentes trabajos; sin embargo, en el corto plazo muchas de las
elecciones estaran condicionadas por las horas de trabajo que a su vez vienen
determinadas por los regimenes laborales, observe que en mercados laborales
como el de U.S.Ay Europa, la posibilidad de mas de un empleo flexibiliza el nGmero
de horas trabajadas, cuando existen trabajos de medio tiempo.

Finalmente, la linealidad en la restriccidn presupuestaria es un punto de discusion,
en tanto no necesariamente la tasa de salario varia en forma directa con el nUmero
de horas de trabajo si las horas no tienen la misma tasa salarial. Por simplificar, se
tomara linealmente. Sea la funciéon de utilidad:

(82) H= V(xony’""xn)

Siendo x, =T — L = ocio . El ocio es comparable con los otros bienes y separable
de los mismos, el precio del ocio serd la tasa de salario. Por cuestiones de simplifi-
cacién, se puede asumir un bien agregado tipo Hicks?2. Asi, la funcion de utilidad
podra plantearse como:

83) p=Vlx,x;)

Donde x,* es el bien agregado de Hicks. El problema puede plantearse como:

22. ParaTrabajar con un bien agregado tipo Hicks, se requiere que los n”s precios relativos permanezcan constantes.
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(8.4) Max = V(Va,xi)
SujetoalV; >0
W=V(x,,X;5,X,)

Gréaficamente se puede observar:

Consumo A
C
GRAFICA 8.2. Decision de trabajar.
B
K A
p
>
0

T Ocio xg

Y larestriccion sera:
(8.5) px + wx, = 4 +WT

Si x = 0y no existe ingreso adicional, entonces wx, =wT 0 X, =T siXx, =T =0, por
locualw =0y x =/ p. La cantidad de trabajo ofrecida se mide por la distancia
0 - T. Las curvas tendran diferentes pendientes de acuerdo con la tasa de salario. La
decisién de cuantas horas ofrecer al individuo determinara la decisién de participar
en el mercado laboral. Un cambio en w altera el ingreso y el efecto sustitucién, la
cantidad p + wT representa el ingreso total disponible del consumidor que seréa
gastado en ocio y bienes.

Ya que los trabajadores son libres de participar en el mercado y varian las horas que
deciden trabajar, en especial si trabajan tiempo parcial, un grupo importante, podra
tomar dichas decisiones, por ejemplo, las mujeres casadas para quienes un segun-
do trabajo consiste en las actividades que realizan en el hogar.

La gréfica (8.3) muestra las diferentes restricciones presupuestarias de acuerdo con
las tasas de salario w,(CAT) y w, (DAT). La curva de indiferencia es tangente alalinea
quebrada (E-F), mientras la pendiente de (E-F) es w*/p, esto es, la tasa marginal de
sustitucion la cual es un indicador de la tasa de salario de reserva w* el punto A en
la gréfica (8.3).
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Consumo

GRAFICA 8.3. El salario minimo
que induce a participar.

Si el salario es menor que w*, el individuo no participara en el mercado, si el salario
es w, se ofreceran horas positivas. Si w = w* el trabajador es indiferente. Donde w*
es el salario de reserva, aquel valor de w que hace que x, = T:

(8.6) T = xo(p +w'T, w*,p)

Supongamos la siguiente funcioén de utilidad:

8.7) n= ocoLog(xo —Y, )+oc1Log(x -y )
Dondea,+a; =1Y,Y,Y Y, SOn ocio y consumo respectivamente. Partiendo de (8.1)

y (8.5) se obtiene T-L =, yz PX; =wL + y, entonces px = w(T- X,) + 1. De donde:
i=1

(8.8) px +wx, = +WwWT

Haciendo Y = u + wT , el problema se puede plantear como:
(8.9) Max ocoLog(xo -Y, )+oc1Log(x -y )

St.:px +wx, =Y

El Lagrangiano resultante sera:

b4 :ocoLog(xo —y0)+a1Log(x—y)—k(wx0 + px — Y)

(l)a_gza_o_xwzo(z)%:
0xX, X,~Y, ox  x-—y

&,

—-pr=20

(3)§—i:wx0+px—Y:0
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Igualando (1) y (2),

Xy __ % —
(,—vo o Ge—v)p
OLo(x_y)p :azw(xo _70)
®pXP —yYP :azw(xo _70)
X = Osz(x _70)+aoyp

oy P Yy
X = Osz(x _YO)—H/
OoP

Sustituyendo en (3) se obtiene,

p(azw(x _70)
OyP
PO XgW PO WY,
OoP Oyp

xow(pal +1j =Y-py + P2,
&y P &y P

+yj+wx0 =Y

+py +twx, =Y

xow(ml—wj =Y - py +w; hacemos o, +o, =1,
o,p oy P
ey gy PO
A, CoP
_yZe_ o, PUGT, o
w w o,p w

X0

X :Ya—o—p'y a_0+p()(.0W’}/0 _O(‘_0p0(‘0wy0
’ w wooo,pw W O,p

X9 =Y +OL;0(Y_pY _70w)
x=y +%(Y—pv —y,w)
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Nosotros sabemos que T - L = X, y que px + wx, = p + wT de donde:

T_L:W""%(FH'WT_WW_I’Y)

L=(T—y,,)—%(u+W(T—vo)—pv)

(8.10)

Si el tiempo total es un parametro a ser estimado esta ecuacién nos indicaria que
(T -y,) el tiempo que se excede sobre el ocio ya comprometido, se puede identificar.

Los yparametros nos dan una forma natural de incorporar diferencias en los gustos y las
caracteristicas de los hogares, en funcién de la oferta de corte transversal. Estos, son
usualmente incorporados a través de variables como el hogar, el sexo, la educacion, el
tamafio del hogar, la localizacion, etc. De igual forma, se puede observar que:

L=T—vo—%(u—pv)—a;w (T-v,)

(8.11) .,
L=(T-v,)I-0,)- - (n-pv)

Donde L* indica la restriccion de no-negatividad sobre las horas trabajadas. El
salario de reserva se define cuando L*=0, esto implica que:

(8.12) (T - Yo)(l - O‘0): a—uf(u - PY)
Por lo cual:

(8.13) w = O('o(}'L — pY)

(T - Yo)(l - O(0)

De esta forma, la oferta laboral L viene dada por:

(8.14) L=L =(T—vo)(l—ao)—a;"(}l—pv)siwZw*
(815 L=0 siw<w’

Entre los determinantes fundamentales del salario, se considera que la educacién
juega un papel importante y, por lo tanto, a mayor educacién mayor salario de
reserva [Kettunen, J (1994), Alba, A (1992) en Uribe (1998)]. Entre otros factores que
inciden en el salario de reserva, se encuentran la probabilidad de recibir una oferta,
la distribucion de los salarios, los factores que determinan el bienestar de estar
desempleado [Andres, Garcia y Jiménez (1989)]. El salario de reserva entonces
podria ser una funcién que decrece con el tiempo de busqueda.
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Para Uribe (1998) W* depende de la posicidn en el hogar, de la edad, del sexo, del
tiempo de busqueda y de la educacion. De igual forma Uribe (1998) determina el
salario esperado por los trabajadores como una funcion de la dispersion salarial, del
namero de vacantes, del tiempo de blsqueda, del ingreso obtenido en el sector
informal y de la tasa de desempleo. Al igualar el salario de reserva y el salario
esperado se encuentran los determinantes del tiempo de busqueda (ver Grafica 8.4).

A

Salario de blusqueda

GRAFICA 8.4. Determinacion
del tiempo de busqueda.

Tiempo de blsqueda(T)
Fuente: Uribe(1998)

Uribe encontré para la ciudad de Santiago de Cali, usando la Encuesta Nacional de
Hogares de 1992, que la elasticidad educacién del tiempo de busqueda es del
0.7487, la elasticidad experiencia del tiempo de busqueda es de 0.48. Que los jefes
de hogar buscan un 44.6% menos de tiempo en comparacion con los que no lo son
y tienen caracteristicas similares y que un incremento en el 100% de las vacantes
disminuye el tiempo de busqueda en el 0.6%.

En trabajos empiricos, la desigualdad determina cuando (8.14) 6 (8.15) es observa-
do. Supongamos que (8.13) se cumple. Ahora consideremos una familia en la cual
existe una cantidad de horas institucionales que deberan trabajarse y nosotros
estamos interesados en la decision de participar de un segundo trabajador, en el
mercado laboral, con lo cual estariamos considerando a dos integrantes de la familia
que trabajarian.

Las ganancias del primer trabajador podrian ser uningreso exégeno m. Inversamente,
el salario de reserva podria disminuir ante la existencia de deudas o intereses. El
parametro y, puede interpretarse como el ocio ya comprometido y variara entre los
hogares de acuerdo conlas edades de los hijos y gustos. A mayor y,, cuando el grupo
familiar tiene nifios incrementa w* y reduce la probabilidad de trabajar, ya que entre
menos edad tenga el nifio mas tiempo demandard para su cuidado y reducira la
probabilidad de participar.

De esta forma, el conjunto de ecuaciones (8.14) y (8.15), sirve para estimar las horas
trabajadas, como una funcion de la tasa salarial en estudios de corte transversal y
series de tiempo. La tasa de participacion y el nUmero de horas trabajadas, han sido
usados como medidas de la oferta de trabajo, donde ésta es explicada por las tasas
salarialesy elingreso[Mincer (1970)] influyendo sobre la participacion de la mujer, en
el mercado laboral [Owen (1969, 1971) Abbot y Ashelfeltar (1976) y Phlips (1978)].

INTRODUCCION A LA TEORIA DEL CONSUMIDOR
_______________________________________________________________________________________Ji
1 (CES|



Esta aproximacion nos muestra por qué muchos estudios son erréneos: cambios en
la oferta agregada de trabajo como respuesta a cambios en w y p son ocasionados
no solamente a cambios en la oferta de aquellos quienes actualmente estan traba-
jando, y que se puede ver en la ecuacion (8.13), sino también a través de los cambios
ocasionados por la unién de los individuos en el hogar, y ademas del tiempo que
gueda para laborar en otros trabajos?. En ultimas, la oferta depende del cambio de
w* a través de w.

La evidencia agregada a través de series de tiempo es consistente con mostrar una
caida en el largo plazo en ambas horas trabajadas y en un incremento en la partici-
pacion de la mujer.

Para aquellos hombres que tienen un salario de reserva bajo y quienes trabajan
relativamente largas horas el efecto ingreso es dominante. En los estudios observa-
dos, esto significa que aumenta el salario, el ingreso y L.

Para las mujeres, sin embargo, el tiempo que se pasa en el hogar tiene un mayor
salario de reserva y, por lo tanto, la participacion y las horas trabajadas son menos
que la de los hombres. Por lo tanto, al analizar la oferta de trabajo debera realizarse
necesariamente en un contexto familiar.

En estudios de corte transversal de los hogares, los trabajadores decidiran cuando
participar o no, siendo la variable de participaciéon dicotomica . En algunos estudios,
esta variable dicotomica simplemente se regresa contra los determinantes de parti-
cipacion: namero de hijos, nUmero de personas que trabajan en la familia, sexo,
edad, nivel de educacion (Grenhalg (1980)).

Gronau (1973) ha propuesto el siguiente modelo: Sea y, el ocio para el individuo h
que viene dado por:

(8.16) v, =a,+b,Z" +¢"

Con Z" una variable de composicion, y €" un término aleatorio de error. Si w" es el
salario ofrecido por participar, h podria participar si w" > w*", esto es, si:

L o, = py)
-a,)T-Y)) (-0) (T, +b,2"+¢")

(8.17) w" >, (},Lh — py)

Por conveniencia a,, T, Y y p no varian entre los hogares. Reescribiendo en términos
de €" tendremos:

23. Como menciona Pencavel (1998), existe una amplia literatura sobre las elecciones de trabajo de esposas y
esposos, pero muy poca literatura sobre las elecciones “maritales” que explican conjuntamente a esposos y
esposas. El trabajo de Pencavel apunta a las elecciones por educacién en los matrimonios, encontrando que
mientras en 1940 el 12% de esposas y el 15% de maridos tenian mas de 12 afios de escolaridad, en 1991 estos
porcentajes eran del 55% para esposas y esposos.
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, 1
W ao(ul _py)(l—oco)(T— o, +b,Z" +8") -

(-, ) (T-a, +b,2" +&") - (I —0,)e" > % (n" - py)

(8.18) (- oco)(T— o, +b,Z" +¢")- % ( T PY) >~ a,)e"

é (1—0(,)8" < (l—oco)(T— o, +b,Z" +8h)—%(uh —p’y)

Que es la decisidn de participar. Nosotros sabemos que si € sigue alguna funcién de
densidad, por ejemplo la normal, la desigualdad anterior nos daria la probabilidad de
participar en términos de la funcién de distribucién, de las variables Z", w" , y y los p"
pardmetros.

Si y*, representa el salario ofrecido menos el salario de reserva, el salario mas bajo
que se esta dispuesto a aceptar, y y*, representa el salario ofrecido solamente
cuando exceda el salario de reserva, entonces nosotros observaremos el salario
actual, el cual es igual al salario ofrecido cuando:

(8.19) yu=Yy*;Siy*; >0
Vs =0Siy*, <0i=123..

Por otro lado, también sabemos que:

(8.20) y*; =Xy B+ My

Y*u = X5 By + Hy

Donde ;Y U, son distribuciones normales bivariadas con media cero, varianzas g,, y 6%,
y covarianza ¢,,. La funcién de verosimilitud vendra dada para este modelo como:

821) L= HP(V*H < O)HF(.VZI y> 0)P (y*li > 0)
0 1

En Ultimas, la fsuncién de verosimilitud se puede escribir también como:

©22) L=]@(x,p o) c7[(y,-xp) 5]

Con @ la distribucién normal estandar y ¢la funcién de densidad. Siendo un estima-
dor maximo verosimil, que es consistente incluso cuando los errores estan serialmente
correlacionados. De esta forma para un Tobit normal truncado tendremos:
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I/G(I)(yli_ Bjxij)/c

(8.23) F(Vli): I_CD(_Bjxji/G)
0

siy,;>0

De otra forma

8.1. El efecto de las herencias sobre la oferta laboral

El efecto de la herencia sobre la oferta laboral se conoce también como la hip6tesis
de Carnegie [Holtz-Eakin, Joulfaian, Rosen (1993)]. Segun esta hipétesis, una mayor
herencia disminuye la oferta laboral individual. En particular, los autores muestran
que una persona que recibe una herencia de U$150.000 esta cuatro veces mas
dispuesta a no trabajar que una persona que recibe una herencia de U$ 25.000. La
hipétesis es importante en el sentido de que la corroboracién de la misma es
consistente con la hip6tesis de que el ocio puede ser tratado como un bien normal.
Sin embargo, su importancia no sélo radica en términos de la verificacion de la
normalidad del ocio, también puede observarse cémo influye en el ciclo de vida a
través de la decision de trabajar. Holtz-Eakin, Joulfaian y Rosen (1993) encuentran

los siguientes resultados:

Modelo 1 2 3
Constante -0,1485 0,0002771 1,272
(0,1507) (0,8588) (0,8819)
Herencia (Millones de U$) - 4,775 -3,931 - 3,681
(0,7769) (0,7877) (0,8017)
[Herencia (Millones de U$)]? 2,427 1,944 2,069
(0,7976) (0,7781) (0,7450)
LF"82 = 1 si trabajo en 1982
0 de otra forma 2,915 2,918 2,203
(0,1679) (0,1757) (0,2056)
Edad en 1982 0,02375 - 0,03802
(0,04990) (0,05166)
[Edad en 198212 - 0,0007358 - 0,00006577
(0,0006405) (0,0006626)
Ingresos (Millones de U$)
en 1982, 0,05749
(0,01091)
Dividendos + intereses
en 1982, - 0,01075
(0,004479)
Dependientes en 1982 0,3361
(0,1664)
Log Likelihood - 552,0 - 537,9 - 513,8
N 1632 1632 1632

TABLA 8.1. Modelo Logit sobre Herencias. (errores estandar entre paréntesis)
Variable dependiente: 1 si trabajé en 1985
0 de otra forma
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Como se puede observar delmodelo (1), unincremento en la herencia recibidareduce la
probabilidad de trabajar en 1985, siendo este efecto significativamente importante. Del
modelo (2) y (3) se puede deducir que la probabilidad de trabajar depende negativamen-
te de la edad, lo cual significa que a mayor edad mayor probabilidad de salir de la fuerza
de trabajo. En el modelo (3) se introducen los ingresos, los dividendos e intereses y el
nimero de personas dependientes del individuo en 1982. Los ingresos se interpretan
como una medida del costo de oportunidad de la fuerza de trabajo y debe esperarse que
individuos con mayores ingresos estén dispuestos a permanecer trabajando. También
se puede observar que la probabilidad de permanecer trabajando aumenta con el
namero de dependientes y decrece con la edad y los ingresos no dependientes del
ingreso (Herencias). Finalmente Holtz-Eakin, Joulfaian y Rosen estiman el mismo mode-
lo cuando los individuos reciben 2 o 3ingresos adicionales y los resultados se mantienen
como se puede observar:

Modelo 1 2 3
Constante - 0,7466- 4,420 - 3,979
(0,2829) (0,8325) (0,8854)
Herencia (Millones de U$) - 2,6832 -2.353 - 2,365
(0,4324) (0,4326) (0,4352)
[Herencia (Millones de U$)]? 1,259 1,0794 1,087
(0,3866) (0,3724) (0,3726)

LF 82 = 1 si la familia tiene
un ingreso por

trabajos en 1982

0 de otra forma 3,995 3,853 3,764
(0,3093) (0,3303) (0,3337)
LF 2782 = 1 si la familia
tiene dos ingresos

por trabajos en

1982
0 de otra forma 6,196 6,071 5,985
(0,3135) (0,3346) (0,3398)
Edad en 1982 0,2315 0,2078
(0,03963) (0,04372)
[Edad en 19827 -0,003139 -0,002854
(0,0004779) (0,0005296)
Ingresos (Millones de U$)
en 1982. 0,001964 (0,001613)
Dividendos + intereses
en 1982. -0,0006123
(0,001051)
Dependientes en 1982 0,03711
(0,04144)
Log Likeli hood -1768,0 -1727,1 -1725,4
N 2700 2700 2700

TABLA 8.2. Modelo Logit multinomial sobre herencias (errores estandar entre paréntesis)
Variable dependiente: 0 sila familia tiene 0 ingresos en 1985
1 silafamiliatiene 1 ingreso en 1985

2 silafamilia tiene 2 ingresos en 1985
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Losresultados confirman las conclusiones de que una mayor herenciarecibida por la
familia reduce la probabilidad de que ambos conyuges participen en el mercado de
trabajo e incrementa la probabilidad de que ninguno de ellos participe en el mercado
de trabajo.

8.2. Restricciones no lineales
y restricciones sobre las horas

Cuando en un pals existe un sistema de impuestos complejo y seguridad social, ello
origina restricciones no lineales, ya que las relaciones marginales cambiaran con el
ingreso:

Consumo 4
B GRAFICA 8.5. No linealidades generales
por tasas impositivas diferentes.

»

v
0 T Ocio

Dado que los sistemas impositivos no son lineales, los incrementos marginales
aumentan con el ingreso produciendo una restriccion no lineal en la participacion de
la fuerza de trabajo como se observa en la grafica (8.5). La pendiente dependera de
la relacion entre los ingresos, la existencia de patrimonios superiores a un monto
determinado por el gobierno, loterias, la existencia de herencias y del nimero de
dependientes. Por ejemplo, para el afio 2000 el gobierno Colombiano establecié la
siguiente tabla de retencion en la fuente, declaracion de renta y complementarios:

Intervalos % Valor % Valor
retencion a retener Intervalos retencion | aretener

1a 1.100.000 0.00% 0 | 2.000.001 a 2.050.000 9.80% 198.500
1.100.001 a 1.110.000 0.09% 1.000 | 2.250.001 a 2.300.000 11.91% 271.000
1.110.001 a 1.120.000 0.27% 3.000 | 2.500.001 a 2.550.000 13.60% 343.500
1.120.001 a 1.130.000 0.44% 5.000 | 2.750.001 a 2.800.000 14.99% 416.000
1.130.001 a 1.140.000 0.62% 7.000 | 3.000.001 a 3.050.000 16.15% 488.500
1.140.001 a 1.150.000 0.79% 9.000 | 3.250.001 a 3.300.000 15.13% 561.000
1.150.001 a 1.200.000 1.28% 15.000 | 3.500.001 a 3.550.000 17.97% 633.500
1.200.001 a 1.250.000 2.04% 25.000 | 4.000.001 a 4.050.000 19.34% 778.500
1.500.001 a 1.550.000 5.57% 85.000 | 4.500.001 a 4.550.000 20.51% 915.000
1.550.001 a 1.600.000 6.03% 95.000 | 5.000.001 a5.050.000 22.04% | 1.107.500
1.600.001 a 1.650.000 6.46% 105.000 [ 5.250.001 a 5.300.000 22.65% | 1.195.000
1.650.001 a 1.700.000 6.87% 115.000 | 5.500.001 en adelante 35% -

TABLA 8.3. Impuesto de retencion en la fuente: Afio gravable 2000.
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Intervalos de renta Tarifa del Intervalos de renta Tarifa del

gravable o ganancia promedio Impuesto gravable o ganancia promedio Impuesto
ocasional del intervalo ocasional del intervalo
1 a12.300.000 | 0.00% 0 [ 35.500.001 a 35.700.000 | 17.44% | 6.208.000

12.300.001 a 12.500.000 | 0.16% 20.000 | 40.100.001 a 40.300.000 [ 18.76% | 7.542.000
20.100.001 a 20.300.000 | 8.62% | 1.742.000 | 50.100.001 a 50.300.000 | 20.92% | 10.502.000
30.100.001 a 30.300.000 | 15.37% | 4.642.000 | 53.700.001 a 53.900.00 | 21.86% | 11.762.000

TABLA 8.4. Tarifas del impuesto sobre la renta y complementarios: Afio gravable 2000.

Lo cual origina no-linealidades en las relaciones consumo-ocio entre los individuos.
Ya que existe una gran cantidad de variables que podrian causar no convexidades en
la participacion de la fuerza de trabajo, Hall (1973) ha sugerido que la restriccion no
lineal para unindividuo puede ser reemplazada por larestriccién lineal C"D” tangen-
te al punto [A], gréfica (8.6). En el punto [A] el comportamiento correspondiente a la
restricciéon TDC es idéntico a TD'C'. Sin embargo, al estimar linealmente C'D', esta
depende de la oferta de trabajo observada y la causalidad podra presentarse no
solamente del salario al nimero de horas sino a la inversa, lo cual significa que los
individuos con bajas preferencias por ocio podran tener un salario bajo y el efecto
estimado de los salarios sobre las horas podria estar sesgado hacia abajo. En
principio, una estimacién bajo un sistema de ecuaciones simultadneas que reconozca
que la oferta y la tasa de salario son endégenamente dependientes, solucionara el
problema:

Consumo y

GRAFICA 8.6. Causalidad bidireccional
del salario a las horas trabajadas.
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8.3. Restricciones sobre las horas trabajadas

La duracién del dia de trabajo ha cambiado sustancialmente como lo observa Costa
(1998): pues de 10 horas en 1880 se paso a 8 horas en 1940 y a menos de 8 horas
en 1991 en U.S.A. Estos cambios son explicados por cambios tecnolégicos como la
electrificacion, lo cual se traduce en cambios en la demanda por dias de trabajo de
las firmas; y en gran medida estos cambios se deben también a cambios en la
legislacion. Costa(1998) también muestra que para la poblacién masculina entre 25
y 64 afios, la elasticidad del salario con respecto a las horas trabajadas pasé de
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- 0.536 en 1890 a 0.104 en 1991. Cabe anotar también que las desigualdades en
ingresos entre los deciles 9y 10, entre 1973 y 1991, son atribuibles a diferencias en
las horas trabajadas.

Debido a factores tecnoldgicos y legislativos, muchos trabajadores no tienen una
completa flexibilidad al elegir las horas que desean trabajar. Esto afecta, al menos en
el corto plazo, la eleccion efectiva entre trabajar un dia, una semana o no trabajar.
Para examinar cémo influye esta restriccion, supongamos que el nimero de horas
por semana es fijo a un nivel L (independiente si trabaja un dia, una semana o un
afo). Si el individuo decide trabajar, la restriccién presupuestaria sera:

(8.24) px=wL + p,

De estaforma, lamaximizacién de U(x, T-L ) con T -L = x,(ocio) sujeto a la restriccion
y usando la funcién indirecta de utilidad condicionada sobre el nimero de horas,
tendremos que n(wL + p, p, T - L). Como la decision de trabajar es una eleccion
binaria, una comparacién entre la utilidad de trabajar y la utilidad de no trabajar
W(H, p, T) determinara cuando es preferible trabajar o no:

GRAFICA 8.7. Eleccion de trabajar.

v

El namero de trabajadores que estarian dispuestos a trabajar, dependera en el
agregado, através de lacomparacién binaria de la distribucién conjunta de las tasas
de salario, del ingreso no laboral, de las caracteristicas observables, y aquellas no
observables que entraran en la funcién de utilidad.

Como puede observarse, la curva de indiferencia |1,no estangente sobre [AB] en [A],
en este caso el individuo trabaja mas horas en [A], de lo que podria elegir sitodo [AB]
fuese disponible. Sin embargo, [B] no es la mejor eleccion para el individuo pues
implica una menor curva de indiferencia, ;. La situacion estd dada para que el
empleador tenga una considerable flexibilidad en poder variar el nimero de horas
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requerido. En el caso anterior, el trabajador solamente puede elegir no trabajar al
salario dado, si las horas trabajadas estan por encima de [B] aunque él podria
aceptar algiin namero de horas entre [A] y [B]. Por otro lado, estar desempleado
podria ser resultado de informacion imperfecta acerca del rango de oportunidades
disponibles [Spence (1973) y Stiglizt (1975)].

Comprobar cuando los individuos tienen algun tipo de restriccion o no, puede ser un
procedimiento simple, en tanto se pueda obtener una estimacion correcta del grado
en el cual ellos estén subempleados o sobreempleados, entonces las tasas pueden
ser corregidas dada la oferta actual de trabajo.

Si esto no es asi, es decir, si la informacion no es disponible, una solucién consiste
en partir del grado de subempleo tedrico y encontrar las funciones de probabilidades
subyacentes; veamos. Suponga que L, horas son reportadas por un individuo, cuya
oferta de trabajo es L, entonces, hay tres posibilidades: Primero, él puede reportar
que esta subempleado, en cuyo caso L%, = L. Segundo, él puede reportar que esta
sobreempleado, en cuyo caso LS, < L, y Tercero, él puede reportar que no esta
racionado, en cuyo caso L%, = L,. Si especificamos la funcion de oferta de trabajo
como LS, = LS (x,) + €,V &, tiene una funcion de distribucion F(¢) y una funcion de
densidad f(+). Estos tres eventos pueden ser descritos como:

Evento Condiciones Probabilidad

Subempleado Ls, 2L, =¢,2L;, - L5(x,) 1- F[L;, - Ly(xy)]
Sobreempleado Ls, <L, =g, <L, - L3(x,) FIL;, - La(xu)]
Sin racionamiento Ls, =L,=¢,=L,-Ls(x,) fIL, - Ls(Xp)]

Suponga que las observaciones de 1 hasta R, se refieren a los subempleados, de
R, + 1 aR, se refieren alos sobreempleados y de R2 + 1 hasta H se refiere a los no
racionados, entonces la densidad de probabilidad conjunta de la muestra, asumien-
do que g, es independiente de xh a través de los hogares sera:

(8.25) L= ﬁ[] ~F@,-r&)F ﬁ[F(L,, — () ﬁ[F €,-r@))

h=R+1 =R, +1

En un estudio realizado por Ham (1977) usando datos de la universidad de Michigan
sobre ingresos, encontrd a partir de la muestra que de las mujeres con edad entre 25
y 50 afios en 1967 solamente el 28% no experimentd ninguna forma de racionamien-
toentre 1967y 1974. El porcentaje anual de desempleados varid del 3.5% al 7%. Ham
censurd lamuestra (ver capitulo 6) y usé maxima verosimilitud para estimar los datos.

8.4. Asignacion del tiempo para dormir

Como hemos visto hasta ahora, los consumidores asignan su tiempo entre las mas
diversas actividades, incluyendo el tiempo para dormir. Parece existir un consenso
de que las necesidades de dormir vienen determinadas biolégicamente, razén por la
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cual su analisis no debe ir mas alla. En la mayoria de estudios de oferta de trabajo
individual se asume implicitamente que es fija la cantidad de tiempo asignado entre
trabajo-ocio-dormir [Michael (1973), Heckman y MaCurdy (1980), Deatony Muellbauer
(1980)]. Sin embargo, la cantidad de trabajo que un individuo ofrece podria ser
variable si el tiempo usado para dormir cambia de semana a semanay de afio en afio.
Esto podria ser asi, si la variacion en el tiempo usado para dormir cambia como
respuesta a cambios en los incentivos econdmicos. Webb (1985) encuentra que la
presencia de nifios en el hogar reduce la duracién del suefio y que las personas
duermen menos en los dias de trabajo que en los fines de semana. De igual forma
Biddle y Hamermesh (1990) encuentran que una hora adicional de trabajo reduce el
tiempo para dormir en aproximadamente 10 minutos.

8.4.1. Demanda de tiempo para dormir

Cuando las personas no derivan utilidad de dormir y este hecho no tiene impacto
sobre la productividad del trabajo, entonces la eleccién de un consumidor es simple:
La duracién del suefio es igual al minimo biolégico necesario T*; el cual variara
dependiendo de las elecciones que las personas realicen en torno a la asignacion de
su tiempo.

Para algunos individuos se puede asumir que el suefio es un bien intensivo entiempo
y que su consumo produce utilidad como lo hacen otros bienes. Particularmente,
sera un bien que toma solamente tiempo y no bienes, aunque reduce la cantidad de
tiempo disponible para producir ingresos salariales?*. Suponga que el salario de
mercado W, sea:

(8.26)W,, =W, + W, T,

Donde W, y W, son positivos y T, es el tiempo asignado para dormir. Asuma que la
funcion de utilidad esta definida sobre T, y un bien Z de la forma:

827 u=U(ZT)

Asuma también que el tiempo de trabajo T* se divide en T, + T, +T,,. Por otro lado,
T, = b, es el tiempo usado en producir Z . La produccién de Z requiere una serie de
insumos X tales que X =0a,%. El preciode X es py larestricciéon individual vendra dada
por:

(8.28) pX =W, Ty, +

Donde p es un ingreso no laboral como herencias, rifas o ingresos ocasionales. De
(8.26) y (8.28) se deduce que la restriccion para un individuo viene dada por:

24. No solamente es indispensable por estas caracteristicas, como observa Becker (1965), el tiempo para dormir es
necesario para la productividad individual y la eficiencia.

25. Debera adoptarse coeficientes fijos en la tecnologia de la funcién de produccién de hogares (Capitulo 5).

JHON JAMES MORA
ey __________________________________________________________________|
1CES | | N



(8.29) (W, + W, T)(T*-T,-T,) + pu=paz

La persona entonces maximizara (8.27) sujeto a (8.29). De esta forma, el problema
se plantea como:

(8.30) Max u = U,(Z) + Uy(Ty)
Sujetoa (W, + W, T)(T*-T,-T,) + p=paZ

El Lagrangiano sera:

L=U/(Z)+U/(T,)-L[(WAW,I )T *-bZ~T,)+n- poaZ]

oY
— =Ui= bW, +W.T,) - po]
(8.31) or .
o7 = Ua(T) =2 Wo(T*=bZ T, )~ (W, + W.T, )]
o
a=(W1+W27;)(T*—bZ—Ts)+H—P0€Z

De donde se deduce:

U, bW, + pa

U, W,+Wy(T,-T,)

(8.32)

La ecuacion (8.32) muestra que la razén de las utilidades marginales entre consumo
y suefio deberéan ser iguales a la razén entre precios. El precio de una unidad de Z
refleja el costo de los bienes requeridos para producir éste, y el precio sombra del
tiempo necesario para su produccion. El precio de una unidad de suefio sera la tasa
de salario menos alguna adicion al ingreso laboral proveniente del efecto extra del
suefio sobre la productividad.

8.4.2. Efecto sustitucion y efecto ingreso
en la demanda de tiempo para dormir

A continuacion analizaremos qué sucede con el tiempo para dormir ante un cambio
enlosincentivos econdomicos. Supongaque | sealasituacioninicial sobre lalinea AC.
en la gréafica 8.8, entonces un incremento en W produce una rotacion hacia afuera
partiendo desde A hacia AF, en la grafica 8.8. El efecto es contrario a lo que sucede
en el caso tradicional donde un incremento en el precio del bien sobre el eje horizon-
tal produce que la linea de presupuesto gire desde CA hacia CG. La diferencia entre
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CG y FA consiste en el efecto ingreso extra cuando se reasigna el tiempo total. De
esta forma, el efecto sustitucidn ante un cambio de salarios sera el movimiento de |
a IV mientras el efecto ingreso sera de IV all y no de IV a lll como se observa en la
gréfica:

GRAFICA 8.8. Efecto sustitucion
F y Efecto ingreso.

WAT*-T,)+p

ap
&

La grafica (8.8) muestra cOmo el efecto ingreso es positivo ante un incremento en W
paralademandade Zy T,, dado que son bienes normales. Este resultado grafico se
puede corroborar de la solucién al problema (8.30), veamos:

u+W,T*—Z(W]b+%—%+meJ
U2 U2

833 T =

w,+w,| Sz,
bU

2

De (8.33) se puede observar que la demanda por suefio se ve afectada por cambios
en aquellos factores exdégenos que cambian la demanda por bienes o a través del
bien compuesto Z. La demanda por suefio dependera también de la cantidad de
ingresos laborales y del tiempo total, e inversamente del salario derivado por trabajar
y de la produccion de Z. Los efectos sustitucion e ingreso se pueden observar a
través de un cambio en W,,, sobre T, en la forma usual:

oW,| W, ATW,+n)  &T,W,+u)

En (8.34) el efecto ingreso sera positivo mientras el efecto sustitucién sera negativo.
También se puede observar que cuando cambian los ingresos no laborales, siendo
productivo el suefio, una caida en T, aumenta el precio del suefio:
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T, 1

S =

8.35
( ) au I’I/I +I/’/2 UITZ _Tw
bU

2

Biddle y Hamermesh estiman una ecuacion de demanda usando una muestra de
consumidores sobre usos de tiempo entre 1975-1976. La ecuacién estimada por
ellos, es:

(8.36) Ty =y; + Yy W, + v | + B X+ g

Donde T es el logaritmo del tiempo cuando se trata de la demanda por suefio j = s
y caso de la demanda por el bien Z , j = Z. Wm es el logaritmo de la tasa de salario,
| es el logaritmo de otros ingresos, X es un vector de variables demograficas y ¢ es
el término aleatorio de error. Los resultados encontrados fueron:

2
Variable dependiente Salarios Ingreso R
Todos los individuos
"Sueno y Sueno ligero ~141.44 -1.78
(77.35) (4.80) 0.24
Tiempo para producir Z 132.18 -1.71
(129.37) (8.09) 0.162
Hombres
Suefio y Suefio ligero -181.68 -2.88
(120.88) (5.77) 0.40
Tiempo para producir Z 233.34 - 6.69
(193.67) (9.30) 0.50
Mujeres
Suefio y Suefio ligero - 64.30 1.55
(93.44) (8.43) 0.18
Tiempo para producir Z -262.42 14.44
(166.99) (4.80) 0.053

TABLA 8.5. Demanda de tiempo para dormir.

En latabla (8.5) se muestran los resultados paray, y y;;. Los resultados son presentados
para la muestra entera y en forma separada para hombres y mujeres. Tal vez la conclu-
sién mas importante que se pueda obtener de un estudio como este, consiste en que
al menos una parte del tiempo para dormir es una reserva de la cual las personas
extraen tiempo cuando las circunstancias hacen atractivos otros usos. Esto significa,
que la eleccién del consumidor con relacion a la eleccién por tiempo para dormir, se
ve afectada por variables econémicas al igual que otras elecciones que usan tiempo.
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9,

Aplicaciones de la teoria del consumidor
al medio ambiente

En los dltimos afios, el desarrollo de la legislacidn medioambiental en paises como
el nuestro?®, ha despertado un creciente interés en estimar los cambios en el bienes-
tar de los individuos ante cambios en las provisiones de bienes naturales como el
medio ambiente, esto es, el efecto de una modificacion por ejemplo en la calidad del
aire, o en la calidad de zonas naturales como parques, lagos, paisajes, etc.

En este capitulo se presentaran los siguientes métodos de valoracién ambiental: el
método de coste de viaje, el método de los precios hedodnicos y el método de la
valoracién contingente. El objetivo fundamental de este capitulo es ampliar el horizon-
te de pensamiento de aquel lector que ha seguido los capitulos anteriores. En este
sentido, una revisién de los capitulos 1-3 de este libro y luego una lectura al libro de
Azqueta (1994), Pearce y Turner (1990) y al libro de Freeman I11 (1993) podran brindar
una idea mas general de los métodos de valoracion ambiental.

9.1. El método de coste de viaje

Para ilustrar el método de coste de viaje, se usaran dos aproximaciones: La primera
parte consiste en el modelo tradicional de coste de viaje adicionando el uso de
variables latentes [Mora (1997)]. La segunda parte consiste en el modelo de utilidad
aleatorio para el niumero de visitas.

26. Especialmente con la expedicion de laley 99 de 1993 se reglamenta el cobro por uso de los recursos ambientales.
A partir de la expedicién de esta ley, diferentes modificaciones se han realizado, una de las Ultimas, el decreto 901
de abril de 1997, reglamenta las tasas retributivas por uso directo o indirecto del agua como receptor de
vertimientos puntuales.
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9.1.1. El uso de variables latentes

Considere una serie de consumidores que deciden visitar un paisaje especifico, el
cual es considerado como un bien. Los agentes econémicos toman la decision de
visitar dicho paisaje, de acuerdo con los "precios” del paisaje, y aunque no existe un
precio explicito por el bien paisaje, esto no quiere decir que este precio no exista, ya
que el consumidor realiza una serie de gastos cuando visita un lugar determinado,
y através de estos gastos se puede estimar unafuncién de demanda por paisaje. Los
gastos dependen del coste del viaje en cualquier tipo de transporte (Pt), del gasto
derivado de estar en un lugar determinado (incluyendo alimentacion, etc.) (PA), y del
coste de oportunidad del salario (PW).

Dado que cada visita tiene un gasto, el consumidor buscara minimizar el gasto de
cada visita manteniendo su utilidad. Asi el problema se plantea como:

9.1) MinC(u,p):Y =(P +P,+P,)Z;St:v(z)—n

Donde c(u,p) es la funcién de gasto e Y el ingreso. De esta forma, un consumidor
planea una serie de actividades derivadas de contemplar un paisaje, pasear por un
lugar, etc. y elige un bien Z, la cantidad de viajes a ese lugar. El problema planteado
de la anterior forma, es el simple modelo de coste de viaje utilizado por Bockstael et-
al (1987), Smith y Kouru (1990). Siguiendo a Kealy y Bishop (1986) y asumiendo una
funcion de utilidad cuadratica (cuasilineal) de la forma:

92) v=A4,Z+ %Zf +A,Z

Donde A,, A, y A, son los parametros de la funcién de utilidad. A, depende de las
caracteristicas individuales S(Sexo, Edad, Ingreso), Pollak y Walles (1969), Pollak
(1969,1970)*" y A, depende de las caracteristicas paisajisticas P;. Siendo A, y A,
lineales, el problema se puede también plantear como:

K A J
(9.3) Max(Z):Y—(P,+Pa+PW)Z—(cxo+;aksk)2—7’zz—(ocz+zoc,l’,)z

J=1

Solucionando la anterior ecuacion, para el problema de maximizaciéon en Z, bajo una
solucion interior obtenemos:

K J
(9.4) Z:—i(oc0+20ckSk)—iP—i(oc2 +Y o,P)+¢
A] k=1 A1 AI J=1

27. En Deaton y Muellbauer (1980).
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DondeP =P +P,+P,ye~ (0,528). Lafuncion de demanda anterior requiere una
solucidninterior para el mercado de trabajo, dependiendo lamisma del tiempo cuando
este es exdgeno o endégeno McConell (1992), Bockstael, Hanemanny Strand (1987).
Si se asume como en Bockstael et-al que la tasa de salario refleja el valor del tiempo
individual, dado que trabajo y ocio se intercambia marginalmente, obtenemos un valor
real para el parametro asociado al coste de oportunidad. En caso contrario el valor
marginal del tiempo individual en otros usos, no es igual a la tasa de salario y el coste
de oportunidad no es igual al valor del pardmetro obtenido.

Balkany Kahn (1988), Willisy Garrod (1991), Kealy y Bishop (1986), Bokstael, Strand
y Hanemman (1987) entre otros, muestran lo inapropiado de utilizar minimos cuadra-
dos ordinarios para estimar (9.1.4) cuando se usan encuestas debido al sesgo
obtenido cuando no se tiene en cuenta a toda la poblacion. Los resultados muestran
gue bajo minimos cuadrados ordinarios se sobrestima la verdadera magnitud del
excedente del consumidor. Esta es una consecuencia del sesgo de truncamiento
asociado con la coleccion de datos cuando se estima s6lo una parte de la poblacion
real o cuando existen sesgos de informacion en la misma encuesta. De esta forma,
asumiendo que la demanda por paisaje, derivada de una encuesta, provee la infor-
macion sobre la parte de la poblacién que elige un determinado sitio por visitar, pero
no toma en cuenta la informacion sobre otros grupos que demandan paisaje como
serian los ganaderos, los pastores, etc.,”® o sobre los que no viajan aun cuando
pudieran demandar paisaje, cualquier estimacién bajo minimos cuadrados ordina-
rios mostraria sesgos de truncamiento. Siguiendo la especificacion de Englin y
Schonkwiler (1995) la funcion de demanda tiene la siguiente forma semilogaritmica:

-1
(9.5) E(Z, X)= u= *® donde X*=[P* |x] = | ¥ A» D P X,

Esto significa que una de las variables independientes se construye a partir de un
modelo Latente P*, y de las variables X; definidas en la ecuacién de demanda (9.4).
Teniendo en cuenta que un estimador es consistente, si los términos de los errores
son normales, [Groggery Carson (1989)], y obteniendo una funcién de verosimilitud
conjunta para un modelo de variables latentes y truncado, obtenemos un estimador
maximo verosimil basado en la funcion de densidad de Z; la cual es truncada a una
normal®.

28. Willisy Garrod (1991) justifican su uso, ya que se sobrestima la verdadera magnitud del excedente del consumidor de
la siguiente forma: “Esta una consecuencia de los sesgos de truncar asociados con la coleccion de datos, los cuales
surgen porgue en el modelo de demanda estimado sobre encuestas existen sesgos conducidos en cadalugar de recrea-
cion, sibien, tales encuestas son usadas cominmente en estudios de demanda por recursos, ellos no proveen informa-
cién sobre losindividuos que no eligen usar unlugar” Pag. 39.

29. Engliny Schonkwiler (1995), utilizan una binomial negativa truncada con variables latentes, el hecho de que el parametro
de sobredispersion diera mayor que cinco, muestra la existencia de sesgos al 95% segln Grogger y Carson (1989,
pag32), siendo de esta formalos resultados inconsistentes. Por estarazén, y con base enlos resultados de Groggery
Carson (1989) se propuso una funcién truncada a una normal con variables latentes.
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(9.6) LLikelit = —%Ln 2(9) - %Traza{swwzl:(e)} + i{i Y [V], - BjXﬁ*]c" [1_ BijilG‘l:|
i-1LO

La ecuacion (9.6) representa la funciéon de demanda por paisaje, en donde la varia-
cién compensatoria y la equivalente son iguales al excedente del consumidor, que a
su vez viene definido como:

Pmax ZZ
(97) CS~ | Z(P)dp= -
Pmin 2(—)

A]

Donde Al es el valor estimado del parametro en P,y Z el nimero de viajes. De Kealy
y Bishop (1986), Bockstael, Hanemman y Strand (1987) se conoce que C,es sesga-

2

1 1

doy de laforma * o’ (;] * (;j 6 (1/ (t-ratio)”™2), y el excedente agregado del
1 1

consumidor sera:

08 DZCs

J=1

Donde n es la poblacion total de visitantes, Z el niimero de viajes por personay Cs
el excedente del consumidor por viaje definido en (9.7).

Para estimar (9.7) y (9.8) se realiz6 una encuesta aleatoria en la zona de Alameda del
Valle (Espafia), situada a 92 Kildmetros al norte de Madrid. El lugar tiene 2520,8 Ha
de zonas especialmente protegidas y 20,2 Ha de suelo urbano. La configuracion del
paisaje depende de una serie de caracteristicas particulares como la presencia de
pinos y robles sembrados en Montes de propiedad publica, la utilizacion de cercas
de piedra para encerrar al ganado y que hoy dia tiene poca funcion, pues la actividad
ganadera viene decayendo a raiz de las medidas tomadas por el gobierno espafiol
para la insercion de Espafia a la Comunidad Econdmica Europea. Esta serie de
caracteristicas muestran un paisaje rural, donde la actividad del hombre ha sido
decisiva en la configuracién de dicho paisaje. El tamafio de la encuesta es de 70
personas a quienes se les preguntd acerca de caracteristicas como la vegetacion
anteriormente descrita, las cercas de piedra, el aspecto rural, y la relacion entre el
hombre y la naturaleza. Se pregunté ademas caracteristicas individuales como sexo,
edad, ingresos, profesion, afios de educacion, el tamafio del grupo con que se
desplazaba y el tipo de transporte utilizado. De a cuerdo con estas preguntas se
obtuvo que el 68.58% de las personas que visitaban Alameda del Valle eran hombres,
el 77.15% le gustan los paisajes con pino, el 70% las cercas de piedra, el 67.72% los
paisajes conroble, el 75.72% le gustan los paisajes con aspectos rurales, el 64.25%
le gusta la relacion entre el hombre y la naturaleza, el 54.29% le gusta el paisaje de
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lazona por suvalor histérico, el 78.58% los espacios libres, el 87.15% de las personas
habia visitado antes la zona, el 70% de las personas tiene como Unico motivo visitar
lazona. Enrelacion con preferencias por zonas aledafias, el 34.28% prefiere ademas
de Alameda del Valle, la zona de Presa Pinillay el 31.42% prefiere ademas el Paular.
También se encontrd que el 62.85% de las personas no pertenecen a grupos relacio-
nados con el medioambiente. Con relacion a las variables de respuesta cuantitativa
se obtuvieron los siguientes datos:

Variable Observaciones Media Minimo Maximo
Educacion 70 15.17143 0 19
ARos 70 34.97143 18 70
Ingreso 70 161.4286 20 500
Numero de visitas 70 9.357143 1 45
Costo implicito 70 7.133857 4.98 10.98
Costo total 70 11.3035 6.3217 25.605

TABLA 9.1. Resumen estadistico de las variables.

Delaencuestarealizada, se procedi6 a estimar (9.6) por maxima verosimilitud usando
los costos implicitos, esto es, los costos de desplazamiento que se construyen como
2*92 km*0,026 mil pesetas mas los gastos en el diareportados en laencuesta. Por otro
lado, 0.026 son los costos de desplazarse en automavil por Km. (incluye Gasolina,
gastos de depreciacion, aceite, etc.) y 92 es la distancia desde Madrid a Alameda del
Valle, a este valor se le suman los costos de estar en el lugar(alimentacion, etc. que
fueronreportados en la encuesta). Cuando se le suman alos costos implicitos, el costo
de oportunidad del tiempo se obtiene el costo total. Los resultados se pueden
observar en la tabla (9.2).
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Variable dependiente® :

Numero de viajes
NUmero de observaciones: 70

Variables Modelo 1 Modelo 2

Sexo%/ -1.02807 0.69317

(-0.916) (0.596)
Educacion -0.840202 -0.984842

(-1.805) (-1.960)
Afios 0.240119 -0.001238

(0.462) (-0.023)
Ingreso 0.0000132 0.154519

(1.803) (1.674)
Latpaisa®/ 0.1765821 0.1757131

(1.681) (1.484)
Costo implicito -0.4963451

(-1.849)
Costo total -0.1943029

(-4.226)

Constante 17.4997 16.9545

(2.186) (1.973)
(o) 2.6444 2.800848

(0.592606)* (0.6312835)*
X? (6)=16.37 Prob>x?=0.119 X2 (6)=12.80 Prob>x? =0.0464
Pseudo R?=0.1403 Pseudo R>=0.1097
Log Likelihood=-50.153017 Log Likelihood=-51.93669
Likelihood Ratio Test®
X2 (5) = 13.43 X% (5) =12.49
Prob>x?=0.0197 Prob>c2 = 0.028
Information Matrix
F(5,64)=1.67 F(5,64)=1.30
Prob>F=0.1545 Prob>F=0.2737

TABLA 9.2. Demanda estimada del modelo de coste de viaje

Para el primer modelo se tuvieron en cuenta los costos implicitos. El coeficiente del
precio es negativo y diferente de cero al 6%, igualmente resultaron significativas las
variables educacién, ingreso, la variable latente paisaje y la constante. Sin embargo,

30.
31.

32.
33.

t entre paréntesis a excepcién de (*) errores estandar.

El resultado poco significativo en las variables de sexo y educacion contrasta con los resultados obtenidos cuando se
usaron los indicadores del paisaje, pues usando estos indicadores dichas variables fueron significativas.

Esta variable se construyo a partir del modelo de variables latentes descrito en él capitulo 6.

Maddala (1995) conjetura que Score Test es mas eficiente que Lr-test, sin embargo Maddala no presenta resultados que

invaliden Lr-test. Dado que XZ(SJ al99% = 15,09y al 99.5%= 16.75 no se puede rechazar la hip6tesis de homocedasticidad.
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las variables sexo y edad no resultaron significativas®. En cuanto a la variable latente
del paisaje (Latpaisa) su valor se aproxima al verdadero valor del paisaje®. En
relacion con el excedente del consumidor, éste fue de 1007.36 pesetas con un sesgo
de = 29.25%. En el segundo modelo se uso el costo total que es igual al costo
implicito mas el coste de oportunidad del tiempo®, de aqui se observa que el
coeficiente del precio es negativo y significativamente diferente de cero, y las otras
variables conservan sus signos y significancia. El excedente del consumidor es de
5302.06 pesetas, con un sesgo del 5.5999%, de donde se observa que los resultados
no son significativamente diferentes con relacion a los costos en su conjunto, usando
variables latentes:

Diferencia entre modelos Costo implicito Costo total
Paisaje como variable latente. 1007.36 5302.06
Paisaje como variable normal®’. 1398,81 5318,18
Variacion del excedente del consumidor. 38.82% 3.5%

TABLA 9.3. Excedente del consumidor por viaje.

Si se toma el costo implicito, los resultados de modelar el paisaje como una variable
latente, o usar los indicadores del mismo tiene grandes efectos sobre el excedente
del consumidor. Si se toman los costos totales, el efecto sobre el excedente del
consumidor no es muy significativo.

El excedente del consumidor se grafica a través de la curva de demanda de la
siguiente forma: Siguiendo a Balkan y kahn (1988)%, y usando el coste minimo, se
despeja el nUmero dptimo de visitas (z) de la ecuacién de demanda. Por otro lado,
la ecuacion de demanda en la grafica (9.1) se calculd teniendo en cuenta que si la
funcidn de utilidad es lineal en el ingreso, la utilidad marginal delingreso es constante
y por lo tanto igual a 1. Con respecto a la variable Latpaisa su valor es de 1 mientras
para las otras variables su valor sera de cero.

34. Este resultado se debe a la especificacion del paisaje como variable latente. En el modelo tradicional (usando los
indicadores del paisaje) esta variables resultaron significativas.

35. Cuando se usaron los indicadores del paisaje (pino, roble, cercas de piedra, aspecto historico) los resultados para
estos valores eran inconsistentes. Con la nueva especificacion se obtiene (1/0.49645)*(0.17499)=0.3557647, es
decir, 35,6% de cambio en el nimero de visitas ante una vision unidimensional del paisaje.

36. Elcoste de oportunidad del tiempo se calcul6 como el tiempo de viaje por 2 por (1/4) del salario del momento mas
el salario por (3/4) si el bienestar es mayor del 50%. El tiempo de viaje por 2 por (1/4) del salario del momento méas
el salario por (1/2) si el bienestar es igual al 50% y, el tiempo de viaje por 2 por (1/4) del salario del momento mas
el salario por (1/4) si el bienestar es inferior al 50%. Donde la variable bienestar proviene de la encuesta y capta
qué tanto consideran los agentes que le reporta beneficios el viaje a la zona de Alameda del Valle.

37. Esta regresion se calcul6 usando los indicadores del paisaje, esto es, cercas de piedra, pino, roble y aspectos
histéricos junto a las variables de costo.

38. Balkan y kahn (1988) usan el coste promedio.
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Coste por &
viaje: P(z)
Excedente del consumidor por viaje
36,61 A
(SZ=1 7.676084 -0.496345 P(z)
498 B C_«——Precio minimo.
0 1 15.204 17.68 Numero de viaies:(Z)

GRAFICA 9.1. Demanda estimada y excedente del consumidor.

Sitenemos en cuenta el nimero de viajes 6ptimo derivado de la primeraregresion, de
acuerdo con la grafica (9.1) el excedente del consumidor estimado por (9.7) seria de
(15.20485)™2/2*(0.496345) el cual es 232.889 pesetas que es aproximadamente el
area ABC. El excedente agregado seria de 16'302.292(232.889*70); siincorporamos
elsesgo (29,5%), su valor seriade 11'574.627 el cual es aproximadamente igual al valor
obtenido a través de (9.7), esto es, de 11'982.590. Por otro lado, la valoracién social
del paisaje através del excedente agregado del consumidor es de 63'068.049 pesetas
usando el costo total en el modelo de variables latentes y la ecuacion (9.8).

9.1.2. El modelo de utilidad aleatorio

Parsons y Kealy (1992) consideran que un individuo toma el nimero total de viajes
aunlago como predeterminadoy decide cual lago visitar en cadaviaje. El o ella, tiene
una utilidad cuando viaja al lago (a;) de la siguiente forma:

(99) Mo = Va + Vai "€t &

V, es un componente sistematico de utilidad comun a todos los lagos en el area de
Wisconsin (a = 1 si el lago se localiza en el norte y a = 0 si se localiza en el sur). V,;
es un componente sistematico paraellagoienel areaa (i=1,...,N siesta en el norte;
e i=1,...,S siesta en el sur). El término ¢, + €, es un elemento aleatorio que captura
las caracteristicas excluidas del lago. La parte €, incorpora las caracteristicas exclui-
das comunes a todos los lagos en el area a. Definiendo V, = V( X, , p, ) donde X, es
un vector de las caracteristicas del lago como el tamafio, facilidades comerciales,
calidad del agua del lago y p, es el precio de visitar el lago incluyendo el costo de
oportunidad del tiempo y los costos de viaje. Parsons y Kealy (1992) usan unafuncién
de utilidad lineal de la forma:

(9.10) V, = BZ, donde Z, = (X, , P4 )

Dado que los lagos del noroeste de Wisconsin tienen substanciales diferencias con
respecto a los del sur, Parsons y Kealy definen V, = a”d, donde d, = 1 cuando el lago
se encuentra en el norte y d,=0 cuando se encuentra en el sur. V, captura una
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contribucion "promedio” a la utilidad para un viaje tomado en el norte en relacién con
un viaje en el sur. De esta forma, la utilidad aleatoria para una visita a un lago
(a) es:

(911) uai = a’da +Bzai +Eai +8a

Dado que unindividuo decide cuando visitar un lago en el norte o en el sur, se asume que
€,; €s unavariable aleatoria idéntica e independientemente distribuida con un pardmetro
de escala 8" =1. De esto se sigue que la probabilidad individual de visitar el lagoi”, dado
que él o ella realizan un viaje al norte o al sur, viene definida por el Logit:

eBZIi
P(i'la=1)=———
( | ) Zeﬁzﬁ
1ieN
(9.12) .
P(i'la=0)-<—
Zeﬁzai
0icS

Donde N es el conjunto de lagos que entra en el conjunto de eleccion cuando el
individuo se desplaza al norte y S es el conjunto de lagos que entra en el conjunto de
eleccién cuando el individuo se desplaza al sur. De aqui se sigue que:

(9.13) Max(BZ;+€11yv-vey BZinFELN)
(9.14) Max(BZg;+€p11--- -5 BZon+Eon)

Son variables aleatorias con

BZ;;
(9.15) E(Max(BZy+€y4,....., bZy+€5))=l,=Ln Ze " 140.577
lieN

BZy;
(9.16) E(Max(BZy,+€o1s-----» BZon+Eon))=lo=LnN Ze +0.577
0icS

DefiniendOglz Max(BZi1+€11,. -y BZinytE))-11 Y = Max(BZy,+€o1s -+ - -, BZont+€on)- o Vs
asumiendo queg_l +¢,y+¢g,soni.i.dvariables aleatorias con un parametro de escala
8, entonces la probabilidad de elegir un lago en el norte o en el sur, sera:

eocfﬁll
P(tl = 1) = eoc+511 _eoc—Slﬂ
(9.17) s
Pla=0)= 1 _ gl
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Dado que " =1 en el lugar de eleccion, entonces 6/d"= & en el &rea de eleccidn.
También se asume que a=a" 6 en elmodelo. Siunindividuo visita el lugar (ai) un total

de T, veces durante el afio, la probabilidad es [P(ai)] T, sielindividuo visita mas de
unlugar, laprobabilidad de las visitas sera I, IN; [P(ai)] T,,,. La funcion de verosimilitud
para el Logit vendra dada por:

(9.18) L =1,M, M, [Py(i]a) x Py(@)] 7,

Donde Pr.(i]a) proviene de la ecuacion (9.12) y Pr(a) de laecuacién (9.17) y n denota
el n-ésimo individuo.

La variacién equivalente y compensatoria para (9.18) ante un cambio en la calidad
del agua, viene determinada por:

1 ] _
(9.19) Ow = 5B [Lnfe +e810]_Ln(ea+511 +e81,,)]
y

Dondefo yfl se refiere a los valores del, el, con mejoramientos en la calidad del

aguay, B, es la utilidad marginal del ingreso, esto es, el coeficiente sobre P, en el
modelo de utilidad aleatoria.

Dado que Wisconsin tiene una gran variedad de lagos, los autores proponen estimar
el modelo de la siguiente forma: todos los sitios entran en el conjunto de oportunida-
des de la persona, pero el modelo se estima usando un subconjunto aleatorio
extraido del conjunto total. De esta forma, cuando un individuo visita un lago en el
norte, 23 lagos son extraidos aleatoriamente del conjunto de lagos (esto significa
incluir todos aquellos en un radio de 180 millas desde el hogar) y se le adiciona al
subconjunto el lago que visita actualmente. Este método también se usé para el sur.
Los autores usan conjuntos de oportunidades aleatorias de 3,6,12 y 24 lagos.

MacFadden (1978) muestra que considerar, el modelo de esta forma, da estimadores
insesgados del modelo cuando se usa el conjunto de alternativas total. El resultado
encontrado por Parsons y Kealy (1992) se puede observar en la siguiente Tabla 9.4.

Donde la variable PRICE es el costo de oportunidad del viaje, esto es, 1/3*[Ingreso
anual/2080]*Tiempo de Viaje méas [0.10*2*distancia al lago]. LNACRES es el logaritmo
de los acres que tiene el lago. CF, que es igual a 1 si el lago tiene facilidades
comerciales y cero si no. REMOTE, que es igual a 1 si el lago es navegable y cero si
no. NORTH si el lago esta en el norte y cero si no. LNMXD, que es el logaritmo de la
maéaxima profundidad dellago. BR, que esigual a 1 si existen rampas para botesy cero
si no. INLET, que es igual a 1si el lago tiene ensenadas y cero si no. DONO, que es
igual a 1 si el hypolimnion esta vacio de oxigeno y cero si no. DOYES, que es igual
a 1 siel oxigeno disuelto en el hypolimnion es mayor que 5 ppm y cero de otra forma.
CLEAR, que esigual a 1 si la profundidad promedio es al menos de 3 metros y cero
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DATOS PARA PESCA

Numero de lagos extraidos del conjunto de oportunidades

Variables 3 6 12 24 24 (visitados)
PRICE -.20(24.8) |-.27(33.8) -.25(45.5) -.23(52.4) -.24(55.1)
LNACRES .69(15.3) .61(21.1) .55(24.0) .56(30.0) .38(22.6)
CF -.22(1.7) 19(1.9) .18(2.4) .31(4.5 .20(2.9)
REMOTE .34(1.6) -47(3.4) -.33(2.7) -.48(4.3) -11(1.1)
LNMXD .45(5.6) .54(8.8) 44(9.9) .38(10.5) .26(7.0)
BR -.43(3.0) -.61(6.9) -.46(6.1) -.28(4.3) -.22(3.5)
INLET .86(5.2) .90(6.3) 93(8.7) .63(7.0) .64(7.0)
DONO -.85(4.7) -.88(6.7) -.84(8.2) -.79(8.8) -.82(10.0)
DOYES -.15(0.8) ]-1.02(6.5) .30(2.5) 11(1.0) .33(4.0)
CLEAR —_ _— _— —_ —_
INC VALUE () .20(9.9) .16(9.8) 17(9.9) .18(9.9) .18(9.6)
NORTH .54(3.5) .53(3.6) .52(3.5) .53(3.5) .59(3.8)
Ndmero de
Visitas 3.598 3.598 3.598 3.598 3.598
Ndmero de
Individuos 239 239 239 239 239
Primer estado:

Log Likelihood -790 -1,599 -2,670 -4,154 -5,162
Pendiente = 0

Log-L -3.954 -6,448 -8,943 -11,437 -11,437
Segundo estado:

Log Likelihood -338 -338 -338 -338 -337
Pendiente = 0

Log-L -438 -438 -438 -438 -401

TABLA 9.4. Demanda estimada del modelo de coste de viaje usando Maxima Verosimilitud para un Logit.

de otra forma. Como puede observarse, la mayoria de las variables fueron significa-
tivas dados sus valores t (entre paréntesis). Parsons y Kealy consideraron para el
analisis de cambio en el bienestar las variables DONO y DOYES que median el
cambio en la calidad del agua como se mencion6 anteriormente. Especificamente
cuando el nimero de lagos es de 24, se encontré que el valor fue de US$0.50 para
la pesca, manteniéndose el patrén en todas las alternativas®.

39. Losautores estiman el modelo también cuando los visitantes usan el lago para natacion, pesca, vela, y por paisaje.
Los resultados aqui presentados son especificamente para pesca, el excedente para natacion es de US$0.83,
para vela de US$0.19 y para paisaje de US$0.15.
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9.2. El método de los precios heddnicos

Cuando los individuos adquieren un bien en el mercado, su adquisicion se realiza en
tanto tiene una serie de atributos que el consumidor desea*. Sin embargo, como se
observd en capitulos anteriores, algunos bienes podrian tener mas de un atributo
¢Quién usa el tiempo de ocio so6lo para ver television? Como bien lo plantean
Atkinson y Halvorsen (1984), muchos bienes pueden ser vistos como canastas de
atributos individuales que tienen mercados explicitos. En el capitulo 5 se encontré
que los atributos de los bienes entraban directamente en la funcion de produccién de
hogares, que en adelante serd nuestra funcién de utilidad, aunque no tenian un
mercado explicito pueslo que observaban los agentes eran los precios de los bienes.
En esta seccidn, se presentara una linea de investigacion que pretende avanzar en
algunas de las ideas planteadas en dicho capitulo.

Rosen (1974), propone una técnica de estimacion de atributos en dos etapas:
Primero, el precio de un bien se regresa en términos de sus atributos. Y la derivada
parcial del precio del bien con respecto a un atributo se interpreta como el precio
marginal implicito. En la segunda etapa los precios implicitos estimados son usados
para estimar las demandas inversas de los atributos.

Lasegunda etapade Rosen, puede producir algunos "riesgos" como la multicolinealidad
entre los atributos, generando un cambio en los signos esperados [Hogarty(1975),
Deaton y Muelbauer (1980), Atkinson y Halvorsen (1984)].

El modelo de Precios hedénicos puede plantearse de la siguiente forma: Suponga-
mos un consumidor con un vector de caracteristicas socioeconémicas a que deriva
su utilidad de consumir varias caracteristicas de un bien g que tiene una serie de
atributos z,, z,,.., z, (por supuesto, algunos atributos son medioambientales como la
polucién, etc.) y de un bien numerario x. Sea la funcién de utilidad:

(9.20) = 1 (21,Z5y..1Zp , X, O)
Que se maximiza con respecto a la restriccién presupuestal:

(9.21) Y = x + P(z,,2,,...,2,)

De las ecuaciones anteriores debera quedar claro que la funcién de utilidad es
débilmente separable en el sentido de Maler (ver Capitulo 5), esto es, los atributos Z;-
son débilmente separables de los otros bienes. Dada la débil separabilidad una
eleccidén por los atributos puede ser analizada de maximizar la funcion de subutilidad
sujeta a las restricciones de gasto del bien en cuestion:

T
1
9.24)Y,=C > ——P
(9.24) Y, (g)+t=1(1+r), g

40. Ver al respecto el capitulo 7.
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Sesupone que Y, es la parte del gasto asignada al bien g. Ademas, existen unos costes
fijos de consumir g, C(g). Y el bien se depreciaa unatasa de descuento der, unamejor
formalizacién podriaincluir unatasa de preferenciar en la especificacion. El lagrangiano
para este problema de maximizacién sera:

r 1
= - -§ —— P
(9.25) L =p(g9.x) + I[Yg - C(9) (i) 8]

De las condiciones de primer orden, encontramos que la demanda para el bien g

- . . P, . . : _
depende de las caracteristicas socioeconomicas y que z* indicaria la disposicion
8
marginal a pagar por una unidad adicional de la misma, esto es, su precio implicito.

Por otro lado, la existencia de restricciones lineales o no lineales, podria volver algo
complejo el problema como en Palmquist (1984). En ultimas, una funcién lineal
implicaria que los precios implicitos de los diferentes atributos permanecieran cons-
tantes cualquiera que fuese el nivel de partida, implicando una combinacién aditiva
entre estos. En cuanto a las restricciones no lineales, el precio implicito cambiara en
tanto cambien las caracteristicas conrelacién a la cantidad consumida, esto significa
que la importancia marginal del atributo cambiara de acuerdo con el tipo de especi-
ficacién (Logaritmica, Semilogaritmica, Cuadratica, Exponencial o Box-cox) [Ver
Azqueta p.138].

Un problema adicional surge en la estimacion: debido a que no se conoce la forma
funcional correcta y siademas algunos atributos no son incluidos, obviamente existe un
problema de identificacion. Atkinson y Halvorsen (1984) asumen funciones de utilidad
Homotéticas y, de este forma, ecuaciones heddnicas no lineales darian los cambios en
los precios marginales. La homoteticidad asignada escala las compras de los individuos
condiferentes ingresos, lo que da el nUmero de observaciones necesarias sobre la curva
de indiferencia. Brown y Mendelsohn (1984), Brown y Rosen (1982) y Palmsquist (1984)
presentan como método alternativo usar datos de mercados espacial o temporalmente
diferentes, de esta forma, separan las ecuaciones hedoénicas a ser estimadas en cada
mercado. La variacién entre los precios de mercado en los diferentes mercados permite
identificar las funciones de demanda. A continuacion, se presentara el procedimiento
realizado por Atkinson y Halvorsen (1984).

Sea W = w(a, X) la funcién de utilidad, donde a es un vector con n componentes de
atributos de un automoévil ademés de la eficiencia del mismo, X es un vector de los
otros bienes. Asumiendo separabilidad débil en W = W[u(a),X] donde p(a) es la
funcion de subutilidad del vehiculo. En cumplimiento de la separabilidad débil, la
restriccién sobre el gasto en un automavil vendra definida por:

(9.26) Z = C(a)+ i#ﬂ
= (1+r) E(a)

JHON JAMES MORA
204

ICESI




Donde Z es el valor presente de los gastos de los servicios que presta el automovil
sobre lavida del automavil, C(a) son los costos del capital del automavil, r es unatasa
de descuento, P, es el precio esperado de la gasolina en el afio t, M es el nimero de
millas conducidas en el afio t, E(a) es la eficiencia del automaovil expresada en millas
por galén, y T es la vida esperada del automovil. El lagrangiano para este problema
de maximizacion de la subutilidad del automovil sera:

1 PM

t t

(9.27) L = U (a) + [Z- C<a)Z(1+,) Ea)]

Las condiciones de primer orden implican:

oU 0C « 1 oE __,
9.28) —=y[—-) —PM,—F
528 oa, u[ﬁai ;(1+r)’ " oa !

i

(9.29) Z = c+z ) ——PM,E”

En (9.28) se muestra que la utilidad marginal de cada atributo debera ser igual al
costo marginal del capital mas los costos marginales de los gastos en la gasolina.
Los autores asumen que la eficiencia de la gasolina puede incrementarse solamente
cuando decrecen algunos de los atributos deseados por los consumidores. Las
elecciones tecnolégicas que incrementan la eficiencia de la gasolina sin que decrez-
can los otros atributos, formalmente pueden definirse de acuerdo con la siguiente
relacion ¢ = c(a,F) y E = E(a,f), donde F representa la extension del ahorro de
gasolina por la tecnologia incorporada en el automovil. En tltimas, las millas recorri-
das son una funcién de los atributos del automovil y de la eficiencia en la gasolina,
M= M[a,E(a)]. Diferenciando totalmente, se encuentra:

oM _oM oM OE oM O
30 20 " a,  oE oa, 5E ~ " 0a,

1 1

<0

Los cambios en las cantidades 6ptimas de los atributos como resultados de cambios
en los precios de la gasolina, se analizan a través de estatica comparativa de la
siguiente forma:

| |
An AIn OF 1 CI !
(9.31) : M
ni Ann . eE‘n - Cn 2;1)" - “En %
n 0
0E,-C, 0E,-C, 0 e @
Lok, ] | R
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Siendo P, el periodo base del precio de la gasolina, A; = U; - u(C; - 6E; + 26EEE),con

i,j=1,.....,N, ylos subindices representan las primeras y segundas derivadas parciales
kS 1
-2
con respecto a los atributos, esto es, C;=d°Claa, y 6 = Z—,PthE .
= (1+r)

De esta forma, q es igual a la derivada parcial negativa del valor total de los gastos
de la gasolina con respecto a la eficiencia, y también puede interpretarse como el
beneficio marginal de un incremento en la eficiencia de la gasolina ante un cambio
en el precio del periodo base de la gasolina. Por lo tanto, la magnitud del efecto sobre
los atributos, y de aqui sobre la eficiencia, podria depender sobre el nivel esperado
de los precios.

Para estimar el anterior modelo, los autores seleccionan una serie de atributos que
explican la variacién en el costo de capital, la eficiencia en el combustible como la
aceleraciéon A, el confort de un paseo R, su estilo tradicional S, y el confort de los
asientos delanteros C. Atributos como el prestigio del propietario y la calidad del
trabajador podrian afectar el costo de capital sin tener efecto directo sobre la eficien-
ciadel combustible. Como proxis de estas variables, los autores proponen incluir las
siguientes variables falsas: si es un carro importado, I; si es un carro de lujo, L; y si
es un carro especial, H. Estas variables falsas fueron incluidas en la ecuacién de
costos.

Los datos tomados incluyen 158 automadviles nuevos en 1978. Se propone entonces,
especificar una funcion de subutilidad tipo Cobb-Douglas de la forma:

(9.32) LnU=y,+Y y,Lna,;i=ARS,C;). v, =1

Laforma funcional para el costo de capital y la eficiencia del combustible se desarro-
lla a partir de la metodologia Box-Cox. La forma estimada fue:

9.33) C( =, + o+ oD,
i j

(9.34) E() = By +Z|3iai(“; i=A,R,S,C;j=1L,H.

Las transformaciones Box-Cox C(¥), a,(*),E(9),a,("), tienenlaforma V(%) = (Vé-1)/&dcon
0#0yV(® =LnV con 6=0. Estas transformaciones son continuas alrededor de =0
dado que el limite en el caso de que d # 0 cuando & — 0 es Ln V. La forma funcional
Box-Cox tiene varios casos especiales, el log-lineal cuando ¢ = A = 0, el lineal
cuando Y = A = 1, la forma semi-log cuando y =0y A =1,y lainversa semi-log
cuando Y =1yA =0. Los autores eligieron laforma Log-Lineal después de desechar
las otras formas a través de los valores de las funciones de verosimilitud.
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(Razones t entre paréntesis)

Funcién Funcién Funcién
Variables de costo de eficiencia |de subutilidad
de capital | del combustible | del automovil
Intercepto 45215 7.0532
(11.0998) (28.8119)
Estilo tradicional 0.7040 -1.2678 0.3123
(2.5056) (6.8549)
Aceleracion 0.5638 -0.2940 0.2501
(5.4632) (3.6804)
Confort del
asiento delantero 0.8364 -0.6783 0.3710
(3.2849) (3.3822
Confort del
viaje 0.1502 -0.0996 0.0666
(1.7098) (1.5615)
Hecho en el
extranjero 0.3079 _
(7.4093)
Carro especial 0.1458 _
(2.9509)
Carro lujo 0.5597
(10.1551)
NUm. observaciones 158 158
R? 0.71 0.71

TABLA 9.5. Parametros estimados del modelo de precios hedénicos.

Los coeficientes de las variables estilo tradicional, aceleracion, confort del asiento
delantero, el intercepto, hecho en el extranjero, carro especial y carro de lujo son
significativos al 99% mientras la variable confort del viaje es significativa al 90%. Los
coeficientes de los atributos en la funcién de subutilidad son iguales a las partes de
los gastos. Estos valores fueron calculados a partir de la funcién de costo de capital

oL,

4

imponiendo la restriccion de homogeneidad y = za . Diferenciando la ecuacion
i

i

estimada del costo del capital, la ecuacién de eficiencia del combustible y la funcion
de subutilidad, se encuentra una aproximacion a (9.31), esto es:

_oC _oLnC C _ o C

(9.32) c,;=

oa, OLna; a; " a

1 1
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o’C _ o

= ;Vi=j
(9.33) C,=0ada;  a’i J

=0;Vi#j
(9.34) E, _OE _OLnEE B.E
" Oa, OLna; a, a,

1 ]

’E _ BE

(9.35) E,=da,0a,  a’

sVi=j

=0;Vi#j

2
0 LnU: yzi Viz
(9.36) Uy = da,0a; @i

=0;Vi#j

Para calcular el valor del beneficio marginal de la eficiencia del combustible g, se
debe especificar las relaciones entre los precios esperados de la gasolinay el precio
del periodo base. Los autores eligen una especificacion que implica una elasticidad
unitaria gasolina-precios esperados con respecto al periodo de base, de la forma
siguiente:

(9.37) P, =P,(1+f)!
Donde P, es el precio del periodo de base y f es la tasa esperada de un incremento
en el precio real de la gasolina. Sustituyendo P, en 0, se obtiene la expresion
T
(9.38) 8=Y P,(1+b)ME"’
t=1

Siendo (1+b) = (1+f)/(1+r). Con el fin de calcular 6 se asumié que P, = U$0.70 y
b=0.2. Por otro lado, el valor de p es calculado usando la férmula:

Yi
zzai

o, C _ GBI_E}

a. a.

i 1

)

i

(9.39) U= [

Esta ecuacion es simplemente la suma de la ecuaciéon (9.28) sobre i y luego se
despeja Y. Dados los valores estimados de (9.31) el sistema de ecuaciones se
soluciona para las derivadas parciales de los atributos con respecto al periodo de
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base de la gasolina. De esta forma, la elasticidad de demanda para el atributo i
respecto al precio de periodo de base se calcula como:

040) 2%t i 4 R S, C
oP, a,

Los resultados encontrados, se muestran en la siguiente tabla:

Elasticidades de demanda para los atributos

Modelo Eficiencia Estilo Confort del | Confort Elasticidad de
gasolina [tradicional J Aceleracion asiento del viaje | demanda para
(Km/galén) delantero la eficiencia

del combustible

Cadillac El Dorado 11 -2.19 0.05 1.97 0.60 1.36
Oldsmobile Tornado 15 -1.90 0.06 1.64 0.52 1.23
Ford Fairmont 19 -2.22 0.25 1.96 0.77 1.33
Mercury Bobcat 24 -3.32 0.28 3.24 1.13 1.82
Chevrolet Chevette 28 -2.01 0.13 1.74 0.61 1.27
Plymouth Arrow 33 -2.22 0.06 2.00 0.61 1.38
Toyota Corolla 39 -1.94 0.07 1.68 0.54 1.25

TABLA 9.6. Elasticidades precio-gasolina de las demandas estimadas.

Como se puede observar, un incremento en el precio de la gasolina decrece la
demanda por estilo tradicional e incrementa la demanda por confort en los asientos
delanteros y en el viaje. El efecto neto de un cambio inducido en los atributos de los
automoviles serd un incremento en la eficiencia del combustible. Dados los valores
de la elasticidad de la eficiencia del combustible, es posible pensar que en el largo
plazo la elasticidad propia de la demanda por gasolina es mayor que uno, esto
significa que responde mas que proporcionalmente a un cambio en los precios
esperados del combustible.

9.3. El método de la valoracion contingente

El método de la valoracién contingente busca obtener la valoracién que otorga un
individuo ante un cambio en el bienestar, como producto de una modificacién en las
condiciones de oferta de un bien, como podria ser el bien ambiental. Es un método
directo, ya que la Ginica forma posible de encontrar dicha valoracién es preguntando-
sela al individuo. En este sentido, el método de la valoracién contingente busca que
el individuo revele lo que estaria dispuesto a pagar por una mejora (o0 por evitar un
empeoramiento), o la cantidad exigida como compensacion por un dafio(o a renun-
ciar a una mejora). El mecanismo de encuesta, como ya han mencionado Azqueta
(1995), Mitchel y Carson (1989) tiene, entre otros problemas, el punto de partida, el
problema del tiempo, el tipo de sesgo generado en la respuesta, el sesgo de infor-
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macion y el sesgo de hipétesis. Sin embargo, a partir de los informes presentados
por Kenneth Arrow y Robert Solow (1993) a la National Ocean and Atmospheric
Administration (NOAA), se concluye que el método proporciona una estimacion
confiable, siempre y cuando se pregunte por la disposicion a pagar, se use el formato
binario (o de referéndum) y se recuerde constantemente al entrevistado la gran
cantidad de mejoras al medioambiente que compiten por una serie de recursos
financieros escasos, dada la limitacion presupuestaria.

Dadas las diferencias entre las disponibilidad a pagar o la compensacion exigida, los
modelos de valoracion contingente se centran en las funciones de utilidad indirectas
o las funciones de gasto. Aqui se presentaran ambas versiones, desarrolladas por
Hanemann (1984) y Cameron (1987) y luego la versién presentada por MacConell
(1988).

9.3.1. La funcion de gasto y la funcioén de utilidad

El modelo de referéndum se basa en respuestas binarias (si 0 no) de los individuos
y es usado como una medida del cambio de riqueza. El supuesto implicito consiste
en que las respuestas individuales, en forma discreta, provienen de la maximizacion
de la utilidad. Dicha maximizacién implica una respuesta acorde con la funcién de
utilidad tipica. Considere la respuesta a la pregunta ¢ Aceptaria usted un cheque por
$ X para renunciar a los derechos de uso de este recurso durante un afio? Suponga
que la funcién de utilidad es la siguiente:

(941)u=v,(y) *+g

Sea j = 1 para la situacion inicial, cuando existe acceso al bien, y j = 0 para la
situacion cuando no existe acceso al bien. Seay elingreso y g; el término aleatorio de
error. Un individuo (i) podria responder si, a la pregunta, cuando:

(9:42) v o(y+x) 2V (y) + & -8

Para Hanemann, la respuesta depende del nivel de utilidad indirecta en ambos
estados, y de esta forma, la funcion de respuesta es la diferencia en las funciones
indirectas de utilidad.

La interpretacion de Cameron de la respuesta, parte de la funcién de gasto: Sea
m; (U, + n;), n la cantidad de dinero necesaria para que un individuo alcance el nivel
de utilidad corriente (u, ), y sea n el término aleatorio de error; j = 1 en la situacion
corriente y J = 1 para la situacion sin acceso al recurso. Una respuesta si, implica:
(9.43) X=m, (Uu,)-mo(Ug) +ny-Ng
A partir de (9.43) MacConnell define la funcién de variacién, como:
(9.44) s(m;, u;))=my(Uy)-my(uy)
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La funcion (9.44) se denomina funcién de variacion debido a que puede ser conside-
rada como la variacion equivalente o compensatoria dependiendo de la pregunta
realizada. Sin el elemento aleatorio n, los modelos que parten de la funcién de
utilidad indirecta o del gasto seran idénticos, esto es, estrictamente serian iguales si
las partes estocasticas fuesen cero, entonces m seraigual a u. Por lo tanto, cuando
la utilidad marginal del ingreso es constante e independiente en todos los esta-

ou, OJu N

dos| —L = —% | y constante a través de todos los individuos en la muestra [u, = u
y oy

= 0], las distribuciones n, - Ny Yy €; - & son transformaciones lineales entre si. Sin

embargo, cuando no existe una utilidad marginal del ingreso constante y cuando se

adicionan los términos de error, m y u no son iguales.

Suponga que la pregunta de partida consiste en ¢ Estaria usted dispuesto a aceptar
$X por renunciar al uso de un recurso por un afio? Entonces el valor del acceso al
recurso, consistiria en la variacibn compensatoria para un cambio en los precios,
entre la situacién inicial y un precio de choque para aquel bien cuyo acceso ha sido
eliminado o restringido. Si el consumidor responde que no, entonces es légico
pensar que la variacion compensatoria seria superior a la cantidad $ X propuesta.
Como la variacién compensatoria se puede calcular directamente de la funcién de
gasto (Cap. 3), entonces necesariamente:

(9.45)m(p*,q,u)-m(p,q,u)>X
u(p,g,y)=>u(p*aqy+X)

Siendo p* el vector de precios de choque, q un vector de calidad de los bienes
consumidos. Dado que la funcién de utilidad no es observable y varia entre los
individuos con diferentes ingresos, se puede hacer que la variacibn compensatoria
sea igual a (9.44), esto es, igual a la funcién de variacién. Asumiendo que ésta es
estocéstica, entonces:

(9.46)CV=s(p,q,y)+n

De esta forma, la probabilidad de responder Si sera:

(9.47)  Probabilidad [aceptar X ] = Probabilidad [ X > s(p, q,y) + n;]
= Probabilidad [ X - s(p, q,y) 2n,]

De igual forma se podria estimar [s(p, q, y) — X] através de estimar la probabilidad de

os ) .
responder No. Por otro lado, —— sera mayor que cero cuando se trata de un bien
oy
normal; igual a cero cuando sea un bien neutral, y menor que cero en un bien inferior.

Es de esperar que cuando se refiere a un bien superior, @ sea mayor que cero, ya
oq
que el valor marginal de un incremento en la calidad del bien sera positivo.
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9.3.2. Estimacion por maxima verosimilitud
con datos de "referéendum"

Gran parte de los trabajos de valoracion contingente usan modelos de eleccion
dicotdmica tipo Logit con datos de referéndum, y luego se integra el area bajo la
curva [Cameron (1987a,b), Bishop y Heberlein (1979), Haneman (1984)]. Cameron
y Huppert (1991) proponen que el modelo de regresion sea censurado normalmente.
Suponga que la verdadera valoracién de aquel individuo que responde es Y, y que
Log Y, = X"+ ui, siendo u; normalmente distribuido con media cero y varianza o.
Bajo un escenario de disponibilidad a pagar, al individuo se le ofrece un valor singular
de umbral t. Si el individuo estd dispuesto a pagar esta cantidad, entonces la
disponibilidad a pagar, Dp,, seraigual a 1 y cero en caso contrario. De esta forma, se
puede asumir:

(9.48) Probabilidad (Dp;, =1)
= Probabilidad (Log Y ; > Logt ) = Probabilidad(u ; > Logt ;- X" 3)
= Probabilidad (u,/ o> (Logt,-X" )/ o)
=1-®[(Logt;-X"B) /0]

De donde se deduce que la funcidn de verosimilitud viene definida por:
N Logt,— X' Logt,— X'
(9.49) LogL= Z{Dpilog{Dp - CD[%BH +(1- DP,')Log{CD(4g = Bﬂ}
i=1

Cuando los datos provienen de un tipo de encuesta que pregunta sobre intervalos,
generalmente se asigna un punto medio del intervalo relevante como proxi de la variable
sobre el intervalo, de esta forma se usan minimos cuadrados ordinarios donde dichos
puntos medios son la variable dependiente. Cameron y Huppert (1991) encuentran la
funcién de méaxima verosimilitud para dichos intervalos, eliminando la subvaluacién o
sobrevaluacién que proviene de escoger este punto medio; veamos:

Dado que Y, se conoce que pertenece al intervalo (tg , t ») , entonces el Log Y, se
encontrara entre Log tg y Log t,. SiLog Y; = X"+ u; y si y; tiene una distribucién
normal con media cero y varianza o, entonces se puede estandarizar el rango de
valores del Log Y; de tal forma que:

(9.50) Probabilidad ('Y; O (tg; , ta))= Probabilidad [(Logt g - X" B) / 0 <z < (Logt 5 - X" |) / 0]

[CD( Logt,, - X}BJ _ cD( Logt,,— X B H
_ c c

Dado que z; es la normal estdndar y que ® es la funciéon normal de densidad
acumulada, y que zg Y z,; son respectivamente la normal para los limites bajos y altos,
la correspondiente funcién de Log-verosimilitud para una muestra de n observacio-
nes independientes viene definida como:
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(9.51) LogL(B,G |ty 5%, ) = > Log[®(z,, )~ ©(z,,)]

i=1

Camerony Hupper (1991) usan el siguiente tipo de pregunta, para realizar la valora-
cion contingente: ¢Cuanto es lo maximo que usted estaria dispuesto a pagar cada
afo para apoyar las actividades de restauracion del habitat cuyo resultado duplicase
las tasas de captura del salmon y del pescado rayado en la bahia de San francisco
y el a&rea de océano, de tal forma que sin estos esfuerzos usted esperaria en esta area
que los niveles de captura permanecieren en los niveles corrientes? (coloque un
circulo en la cantidad). La lista de los valores es $0, $5, $10, $15, $20, $25, $50, $75,
$100, $150, $200, $250, $300, $350, $400, $450, $500, $550, $600y "$750 0 méas". Se
usaron 342 observaciones y las estadisticas son las siguientes:

Variable Descripcion Media y Desviacion Estandar
MIDPT Punto medio del intervalo de respuestas. 57.98
(132.96)
Log(MIDPT) Logaritmo de MIDPT. 3.115
(1.371)
TRIPS NUmero de viajes para capturar salmén y 4.416
pescado rayado en los 12 meses anterio-
res. (5.449)
Log(INC) Logaritmo del ingreso del hogar en miles 3.602
de ddlares usando el punto medio del in- (0.6544)
tervalo reportado.
S-TRIP 1 si todos los viajes fueron para pescar 0.4188
salmén, 0 de otra forma.
B-TRIP 1 si todos los viajes fueron para pescar 0.3339
pescado rayado, 0 de otra forma.
ADVCD 1 si tiene habilidades avanzadas de pes- 0.2812
ca, 0 de otra forma.
OWNBOAT 1 si es el propietario del bote, 0 de otra 0.3317
forma.
S-TARG Nimero de Salmones/ Nimero de Viajes 0.7341
cuya finalidad es capturar salmén. (1.046)

TABLA 9.7. Estadisticas descriptivas.

De acuerdo con los anteriores datos se estim6 (9.51) por maxima verosimilitud. Los
autores realizaron una serie de réplicas de la muestra, encontrando que mientras el
promedio de la disponibilidad a pagar era de $58.50 con una desviacidn estandar de
(34.78), en el limite bajo los valores estaban entre $28.42 y $384.54, y en el limite alto
los valores se encontraban entre $200 y $32.30. Como bien lo sefialan los autores,
las discrepancias encontradas se deben a la estrategia en los incentivos, a las
interpretaciones de las preguntas y ala seleccion de la muestra. Este resultado no es
sorprendente, si se tiene en cuenta que Bishop, Heberlein y Kealy (1983) ya habian
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Estimacion por maxima verosimilitud. Variable dependiente: Log(Disponibilidad
a pagar [definida en intervalos]). NUmero de observaciones: 200.

Limite bajo Limite alto
Variable Estimacion Media Maximo Media Maximo
puntual minimo Minimo
Constante 2.207 2.415 5.097 2.165 3.878
(5.151) (2.762) -0.3835 (2.752) -1.351
TRIPS 0.03008 0.03802 0.1024 0.03430 0.1028
(2.023) (1.806) -0.01193 (1.783) -0.02676
Log(INC) 0.3537 0.2804 0.9979 0.3414 1.160
(3.177) (1.404) -0.2457 (1.769) -0.1092
S-TRIP -0.4753 -0.2653 0.6333 -0.3460 0.3893
(-2.511) (-0.7022) -1.313 (-1.048) -1.247
B-TRIP -0.5884 -0.6132 0.4971 -0.5908 0.3826
(-2.956) (-1.524) -2.171 (-1.759) -.1580
ADVCD 0.5824 0.4121 1.449 0.4664 1.220
(3.355) (1.405) -0.4570 (1.835) -0.2779
OWNBOAT 0.4770 -0.2873 0.3374 -0.3615 0.4177
(2.982) (1.073) -1.082 (-1.290) -1.166
S-TARG -0.1798 -0.1590 0.1157 -0.1867 0.05930
(-2.175) (-1.246) -0.5174 (-1.553) -0.5460
o) 1.292 1.166 2.214 1.197 2.091
(22.13) (4.572) 0.7080 (5.302) 0.7435
Max Log L -150.70 -157.16
(14.88) (17.09)

TABLA 9.8. Parametros estimados del modelo de valoracion contingente.

mencionado las diferencias que se podian encontrar usando diferentes estimadores de
estavaloracion. Por otrolado, Alberini (1995) muestra que el investigador deberd hacer
supuestos fuertes en torno a la distribuciéon de la disponibilidad a pagar, y por lo tanto
supuestos distribucionales incorrectos generan funciones asimétricas de disponibili-
dad a pagar. Las simulaciones de Alberini muestran que el test de la chi-cuadrada (x?)
tiene bajo poder a no ser que se tengan muestras grandes, incluso con mil observa-
ciones el poder no es mayor del 30%. Por lo cual una prueba de significancia del
modelo (Probit en el trabajo de Alberini) podria rechazar la hipétesis nula solamente
una tercera parte de las veces. Y podria llevar al investigador a concluir que la
valoracion contingente es un modelo razonable cuando la verdadera disponibilidad
a pagar es muy diferente de la que se ha asumido (pag. 92).
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